Задания на  VII  Минский городской открытый 
турнир юных математиков – 2020
младшая лига, 5-7 классы,                                                          11-14 марта 2020 г.
· Предварительные заявки с указанием учреждения(й) образования, руководителя команды, его телефона и электронного адреса необходимо представить до 17 февраля 2020 г. 
· Официальные заявки и предварительные исследования (материалы) необходимо представить не позднее 25 февраля 2020 г.
· В предварительных материалах должны быть представлены ваши исследования (решения) не менее 6 заданий.
· Адрес оргкомитета: 220030, г.Минск, пр.Независисмости, 4, БГУ, ФПМИ, каб. 515, тел. 8-017-209-50-70
E-mail: uni-centre@bsu.by; zadvorny2014@mail.ru 
· подробнее см. сайт www.uni.bsu.by (на странице «Минский городской открытый турнир юных математиков – младшая лига»)
Обращаем ваше ВНИМАНИЕ на то, что предлагаемые задачи (задания!) носят исследовательский характер, поэтому наилучшие обобщения и полные решения неизвестны даже их авторам, поэтому: 
· хотя мы и ждем максимальных ВАШИХ обобщений, но во многих задачах интерес представляют даже отдельные частные случаи;
· возможно (это допускается и даже приветствуется) ВЫ сможете усилить ряд утверждений, приведенных непосредственно в формулировках задач;
· кроме рассмотрения исходной постановки полезно исследовать свои направления, причем совсем необязательно ваши обобщения должны совпадать с предложениями авторов задач;
· КАЖДУЮ ЗАДАЧУ НЕОБХОДИМО ОФОРМИТЬ ОТДЕЛЬНО: 
· в распечатанном (шрифт –Times New Roman, размер 14 пт) или аккуратно записанном от руки виде; 
· при этом оформление каждой задачи должно начинаться С ТИТУЛЬНОГО ЛИСТА, на котором должны быть указаны номер задачи и ее название, название учреждения(й) образования, город, автор(ы) исследования (решения); 
· НИЖЕ НА ТИТУЛЬНОМ ЛИСТЕ (или на втором листе) обязательно дайте краткое резюме вашего исследования – какие пункты Вы решили, какие сделали обобщения, 
· при этом четко сформулируйте ВАШИ ГЛАВНЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ (утверждения, примеры, гипотезы), с указанием страниц в работе, где они приведены и доказаны (обоснованы);  
· на последней странице приведите список литературы и Интернет-источников, которые Вы использовали при проведении исследования (строго обязательно!)
№ 1.   Увлекательные суммы
Везде в этой задаче значения параметров a, b, c, n – целые числа.
1. Найдите все такие целые x (в зависимости от n), что выполняется равенство
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2. Найдите все такие целые x (в зависимости от a, b, c), что при a<b≤c
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При каких a, b, c целых решений не существует?

3. Найдите все такие целые x (в зависимости от n), что
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Существует ли целое решение для любого натурального n?

4. Найдите все такие целые x (в зависимости от a, b, c), что при a<b≤c
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При каких a, b, c целых решений не существует?

5. Давайте попробуем объединить уравнения 1 и 3 и будем чередовать степени.  Найдите все такие целые x (в зависимости от n), что

а)
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при нечетном n.

б)
[image: image6.wmf])

2

(

)

1

2

(

...

)

2

(

)

1

(

)

(

)

1

(

...

)

1

(

2

2

2

2

n

x

n

x

n

x

n

x

n

x

n

x

x

x

+

+

-

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

-

+

+

+

+

+


при четном n.

 в) Для каких натуральных n существует целое решение?

6. А теперь давайте попробуем объединить уравнения 2 и 4 и будем чередовать степени. Найдите все такие целые x (в зависимости от a, b, c), при a<b≤c, что

    а) а – четное, разность (c-b) – нечетная:
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    б) а – четное, разность (c-b) – четная:
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    в) а – нечетное, разность (c-b) – нечетная:
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    г) а – нечетное, разность (c-b) – четная:
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    При каких a, b, c целых решений не существует?

7. Известно, что 
[image: image11.wmf]2
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. При каких натуральных n окажется, что x – целое. Найдите х. (Выразите через n).

8. Существует ли n (если существует, то попробуйте найти все), что найдутся целые х, такие что 
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9. Найдите все такие целые x (в зависимости от a, b, c), что
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      при a<b≤c. При каких a, b, c целых решений не существует?

10. Рассмотрите равенства подобных сумм для более высоких степеней.
№ 2.   Турнир
Обращаем внимание, что во всех пунктах задачи, если школьник сам выполняет какую-то роль или попал в команду, то он уже не загрустит и его уже ничего не может расстроить. Если же нет, то эти «свойства» зависят от участия в команде или в выполнении ролей его друзьями.

1. В команде на турнире юных математиков 6 человек. После жеребьевки стало понятно, что наблюдать команда не будет и ее участники исполнят в бою три роли: докладчика, оппонента и рецензента. Если участник команды не выполняет роли и меньше половины его друзей участвуют в бою (т.е. играют в бою хоть какую-то роль), то юный математик начинает грустить. Руководитель Лиана знает, кто в команде дружит между собой (если участник А дружит с В, то и В дружит с А). Докажите, что Лиана всегда сможет выбрать участников боя так, чтобы в команде никто не грустил.

2. Всегда ли Лиана может сделать это более чем одним способом? (способы считаются разными, если участники боя в этих способах отличаются хотя бы одним человеком).

3. Руководитель Евгений привез из Санкт-Петербурга команду из семи человек, взяв одного участника в качестве запасного. Евгений утверждает, что из семи человек всегда можно выбрать трех участников боя так, что в команде никто не будет грустить, причем если бы участников было бы 8, то это не всегда можно было бы сделать. Прав ли Евгений?

4. У Анастасии Дмитриевны в команде 6 участников и каждый дружит не более чем, с 4 другими. Всегда ли Анастасия Дмитриевна сможет выбрать двух участников, так чтобы никто в команде не грустил? (В этом пункте для участия в бою необходимо выбрать двух юных математиков.)
5. Ярослав Борисович отбирает сборную команду Республики Беларусь на Международный турнир юных математиков. Некоторые кандидаты в команду дружат между собой. Если школьник не попадает в команду и меньше половины его друзей проходят на турнир, то он расстраивается. Ярослав Борисович знает, кто из ребят дружит между собой. Какое наибольшее число претендентов может быть, чтобы Ярослав Борисович гарантировано мог никого не расстроить?

6. Увеличиться ли наибольшее число претендентов, если  каждый школьник дружит не более чем с 12 другими кандидатами?

7. Сколько может быть кандидатов в команду, если каждый школьник будет дружить не более чем с 9 другими претендентами? 

8. Сколько могло бы быть претендентов, если бы школьники имели более устойчивый характер и расстраивались в том случае, если меньше 1/3 друзей проходили бы в состав команды? 
№ 3.   Последовательности
1. Все числа от 1 до 2020 записали в следующем порядке: сначала записали в порядке возрастания все числа с суммой цифр 1, затем – с суммой цифр 2 (также в порядке возрастания), потом – с суммой цифр 3 (также в порядке возрастания) и так далее. На каком месте оказалось число а)2020; б) 2019; в) 1997?
2. Все числа от 1 до 2020 записали в следующем порядке: сначала записали в порядке возрастания все числа с произведением цифр 0, затем – с произведением цифр 1 (также в порядке возрастания), потом – с произведением цифр 2 (также в порядке возрастания) и так далее. На каком месте оказалось число а) 2020; б) 2019; в) 1997?
3. Изучите свойства последовательностей из пунктов 1 и 2. Например, попробуйте: а)  определить или оценить промежутки возрастания их членов и длину этих промежутков; б) найдите значения максимальных и минимальных членов этих последовательностей на концах этих промежутков; в) попробуйте найти другие интересные свойства или закономерности. 

Попробуйте исследовать подобные свойства таких же последовательностей, но полученных из более длинного исходного ряда чисел (например, от 1 до 3000 и т.п.). 

4.  а) У всех чисел от 1 до 2020 вычислили сумму квадратов цифр. Запишите получившуюся последовательность и изучите ее свойства (по аналогии с пунктом 3). 


б) Пусть с некоторым числом операцию, описанную в пункте 4.а), проделывают несколько раз. Например, для числа 12 сначала получим 12+22=5, затем 52=25, затем 22 + 52= 29 и т.д. Назовем число 12 начальным для такой последовательности. Изучите свойства этих последовательностей. 

Возможно, Вы найдете закономерности, общие для последовательностей построенных таким образом из различных начальных чисел. 
в) Ответьте на вопросы пунктов 4а) и 4б) для сумм кубов и четвёртых степеней цифр. 

5. Придумайте свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их. 
№ 4.   Склеивания
1. Как видно на рисунке существуют два пятиугольника ABCDE и BCDEF, которые можно склеить в треугольник ABF. Докажите, что для любого k>2 существует два k-угольника, которые можно склеить в треугольник.

[image: image14.png]



2. Рассмотрим выпуклый n-угольник (n>3). Для каких k существуют два k‑угольника, из которых можно склеить этот n-угольник.
[image: image15.png]



3. Как видно на рисунке существуют три пятиугольника ABCDE, EDCGH и BCGHF, которые можно склеить в треугольник ABF. Верно ли, что для любого k>2 существуют три k-угольника, которые можно склеить в треугольник.

4. Рассмотрим выпуклый n-угольник (n>3). Для каких k и m (m>2) существует m  k-угольников, из которых можно склеить этот n-угольник?
5. Существует ли два четырехугольника, из которых можно склеить и треугольник, и четырехугольник, и пятиугольник, и шестиугольник (если клеить их различными способами)? Тот же вопрос, но склеить нужно так, чтобы все эти фигуры (полученные в результате склеивания) были выпуклыми? Могут ли из 4 полученных фигур 3 быть выпуклыми (треугольник всегда выпуклый)?

6. Какое наибольшее количество выпуклых фигур можно склеить из двух четырехугольников, чтобы у всех этих фигур было различное количество углов?
7. Известно, что существует два пятиугольника, из которых можно склеить n-угольник для любого n от 3 до x. Какое наибольшее значение может принимать х?

8. Какое наибольшее количество выпуклых фигур можно склеить из двух пятиугольников?

9. Изменится ли ответ пункта 8, если известно, что из этих двух пятиугольников точно можно склеить любой n-угольник для любого n от 3 до x, где х – максимальное число из пункта 7?
10.Предложите свои направления и обобщения данной задачи и исследуйте их.
№ 5. Исследование расположения дробей
1. Все обыкновенные правильные несократимые дроби, числители и знаменатели которых однозначные числа, упорядочили по возрастанию. Между какими двумя последовательно расположенными дробями находится число 
[image: image16.wmf]7
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2. Все обыкновенные правильные несократимые дроби, числители и знаменатели которых двузначные числа, упорядочили по возрастанию. Между какими двумя последовательно расположенными дробями находится число
[image: image18.wmf]7
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3. Среди обыкновенных дробей с положительными знаменателями, расположенными между числами 
[image: image21.wmf]38
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 и , найдите такую, знаменатель которой минимален.

4. Среди обыкновенных дробей с положительными знаменателями, расположенными между числами 
[image: image25.wmf]21
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и , найдите такую, знаменатель которой минимален.
5. Найдите наименьшее натуральное число n, удовлетворяющее следующему условию: для любого целого числа m, где 0<m<2019
, существует целое число k такое, что .
6. Предложите свои обобщения и направления исследования этой задачи и изучите их. Одно из естественных направлений – попробовать сформулировать и изучить пункты задачи для обыкновенных правильных несократимых дробей, числители и знаменатели которых n-значные числа (или только знаменатели – n-значные числа).
№ 6. Замечательные числа
Число будем называть замечательным, если оно записано последовательными цифрами, расставленными в каком-то порядке, каждая цифра в записи числа используется только один раз. Например, числа 1234, 1342 и 1423 – замечательные. Они составлены из последовательных цифр 1, 2, 3 и 4.

1. Сколько существует четырёхзначных замечательных чисел? А пятизначных, шестизначных замечательных чисел и так далее?
2. Назовите наименьшее замечательное число, которое больше а) 7986, б) 5234, в) 5000.
3. Все четырёхзначные замечательные числа выписали в возрастающем порядке. Какое число имеет в этом списке номер а) 15, б) 31, в) 22 с конца списка? Предложите алгоритм нахождения замечательного числа по его номеру в списке всех замечательных n-значных чисел, выписанных в возрастающем порядке.

Все замечательные числа выписали в лексикографическом порядке. Какое число в этот списке идёт под номером а) 2020, б) 20202020, в) 15 с конца? 
Число назовем полузамечательным, если оно записано последовательными цифрами, расставленными в каком-то порядке, цифры не обязательно различные. Например, числа 1123 и 2113 – полузамечательное.
4. Ответьте на вопросы 1–3 для полузамечательных чисел.

5. Приведите примеры натуральных чисел, меньших 10 000 000 000, которые нельзя представить в виде суммы а) двух замечательных, б) двух полузамечательных, в) трёх замечательных, г) трёх полузамечательных. С помощью какого наименьшего количества любое натуральное число меньшее 10 000 000 000 можно представить в виде суммы а) замечательных, б) полузамечательных чисел?

6. Предложите свои обобщения в этой задаче и изучите их.

№ 7.  Красим по-латински
1. Каждая из девяти клеток квадрата 3(3 должна быть окрашена в один из нескольких цветов так, что ни в одной строчке, ни в одном столбце и ни на одной из двух главных диагоналей квадрата не нашлось бы двух клеток одинакового цвета. Будем наывать такую раскраску латинской. Каким наименьшим количеством цветов можно обойтись?

2. Ответьте на тот же вопрос для квадрата 4(4.
3. Рассмотрим следующую раскраску квадрата 5(5. Первую строку раскрасим в цвета 1, 2, 3, 4, 5. Вторую строку раскрасим в цвета 3, 4, 5, 1, 2. Третью строку – в цвета 5, 1, 2, 3, 4. Четвертую – в цвета 2, 3, 4, 5, 1. Пятую – в цвета 4, 5, 1, 2, 3. Убедитесь что данная раскраска является латинской. Можно ли по такому же принципу раскрасить квадрат 7(7, 9(9, 11(11, … Если нет, то а) укажите, все нечётные числа, для которых нельзя раскрасить по-латински квадрат соответствующих размеров с помощью указанного алгоритма, б) предложите латинскую раскраску для таких чисел.

4. Ответьте на вопрос пункта 1 для произвольного квадрата n(n.
5. В какое наименьшее число цветов нужно раскрасить клетки квадрата 8(8, чтобы любые две клетки одного цвета не были соседними (ни по стороне, ни по вершине)?
6. Сколько цветов понадобиться для раскраски, подобной пункту 5, куба 3(3(3? А куба 4(4(4? А куба n(n(n? А гиперкуба 3(3(3(3?

7. Предложите свои направления и обобщения данной задачи.
№ 8.   Разрезание многоугольников
1. Нарисуйте фигуру с шестью вершинами, которую можно одним прямолинейным разрезом разделить на два треугольника.
2. Можно ли нарисовать фигуру, которая при разрезании по прямой линии распадется на три треугольника? Если да, то сколько вершин может быть в такой фигуре?

3. Нарисуйте серию фигур, которые при разрезании по прямой линии распадутся на 4, 5, 6 и т.д. треугольников.  Какое наименьше количество вершин у таких фигур может оказаться в каждом случае?
4. Найдется ли фигура, которую можно прямолинейным разрезом разбить на 2 треугольника, а можно – на три треугольника? (По-прежнему нас интересует фигура с наименьшим количеством вершин.) Для каких натуральных n и m можно придумать фигуру, которая после разрезании по прямой линии одним способом распадется на n треугольников, а после разрезании по прямой линии каким-то другим способом — распадется на m треугольников?
5. Попробуйте ответить на вопросы 1–4, если фигура будет распадаться не на треугольники, а на четырёхугольники, пятиугольники и так далее. А если будут распадаться на четырёхугольники специального вида: прямоугольники, параллелограммы, трапеции?
№ 9.   Пятнашки
I. Пятнадцать шашек расположены на доске 4(4, так что в каждой клетке находится не более одной шашки. Если две шашки расположены в соседних клетках (имеющие общую сторону), то одна шашка может перепрыгнуть через другую на противолежащую ей соседнюю клетку, если она пуста. Шашка, через которую перепрыгнули, снимается с доски.

1. Для каких начальных положений свободной клетки можно добиться того, чтобы через некоторое количество прыжков на доске осталась только одна шашка?
2. Какое наибольшее количество шашек может остаться на доске, если изначально на доске есть только одна свободная клетка?

3. Сколько должно быть свободных клеток, чтобы независимо от их расположения после серии прыжков на доске осталась одна шашка? (Свободные клетки не граничат между собой по стороне.)
4. Ответьте на вопросы пунктов 1–3 для досок других размеров (не обязательно квадратных).
II. На поле есть некоторое количество свободных (пустых)  клеточек (две или больше). Ходит одна и та же шашка.
1. При каком минимальном количестве свободных клеточек можно добиться того, чтобы на доске осталась одна шашка?
2. Сколько шашек останется на доске, если ходит одна и та же шашка, а свободных клеток 5 (изучите все возможные расположения свободных клеток)?
3. Тот же вопрос, но могут ходить 2 шашки?
4. Тот же вопрос, но могут ходить n  шашек?
№ 10.   Аптекарь с гирьками
1. а) У аптекаря есть набор гирек с весами 1 г, 2 г, 3 г, 4 г, ..., n г (всего n штук). При каких n их можно разложить на 3 равные по весу кучки и как это сделать?

б) Тот же вопрос, но разложить n гирек на 4 равные кучки,
в) на р равных кучек, где р – простое число, большее 3,
г) на К равных кучек (для каких К вы сможете ответить на вопрос?!).

2. Решите задачи пункта 1, если веса n гирек идут не подряд, а согласно некоторому правилу, например: 
 а) 1, 3, 5, …, 2n – 1;
 б) 1, 1+р, 1+2р, …, 1+р(n-1);
 в) правило, аналогичное а) или б), но наименьшая гирька по весу равна не 1, а некоторому натуральному значению s > 1;
 г) 1, 2, 4, 8, …, 2n-1.

3. Предложите свои правила, при выполнении которых вы сможете решить задачи пункта 1.

4. Решите вопросы пунктов 1 – 3 для случая, когда одну из гирек (любую по вашему выбору) можно не использовать при разложении на кучки.

5. Предложите свои обобщения или направления в решении этой задачи и исследуйте их.

№ 11. Общение в кружках
1. Несколько школьников посещают кружок по математике. Двое из участников кружка необщительны – это значит, что каждый из них дружит ровно с двумя из участников кружка. Все остальные участники кружка общительны – каждый из них дружит с одним и тем же числом участников кружка, большим чем количество необщительных, и это число равно самому числу общительных участников. 

Сколько общительных участников может быть в кружке? (Укажите все варианты). 

2. Ответьте на вопрос первого пункта, если необщительных участников кружка трое и каждый из них дружит ровно с тремя из участников кружка. 

3. Ответьте на вопрос первого пункта, если необщительных участников кружка n и каждый из них дружит ровно с n из участников кружка. (n ( 4) 

4. Решите пункты 1)–3), если в кружке имеется еще и один малообщительный участник – он дружит с k участниками кружка, где k на 1 больше количества необщительных членов кружка и строго меньше числа общительных членов кружка. 

5.Предложите свои направления и обобщения данной задачи.  
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