ХI  Минский городской открытый турнир юных математиков – 2024
МГОТЮМ – младшая лига, 5-7 классы,                                                            13-16 марта 2024 г.
Основные - даты, связанные с подготовкой турнира:

· Предварительные заявки с указанием учреждения(й) образования, руководителя команды, его телефона(вайбера) и электронного адреса необходимо представить не позднее 20 февраля 2024 г. 
· Официальные заявки и предварительные исследования (материалы) необходимо представить не позднее 1 марта 2024 г.
· В предварительных материалах должны быть представлены ваши исследования (решения) не менее 7 заданий из предложенных ниже.
· Адрес оргкомитета: 220030, г.Минск, пр.Независисмости, 4, БГУ, ФПМИ, каб. 515, тел. 8-017-209-50-70; E-mail: uni-centre@bsu.by; zadvorny2014@mail.ru 

· подробнее о подаче заявок и материалов, правилах проведения турнира в 2024 году см. сайт www.uni.bsu.by (на странице «Минский городской открытый турнир юных математиков – младшая лига»)

· ВНИМАНИЕ: просим следить за объявлениями на сайте www.uni.bsu.by – в случае обнаружения опечаток, некорректных формулировок и других неточностей в горячих новостях и на странице турнира будут сделаны соответствующие сообщения!.

Обращаем ваше ВНИМАНИЕ на то, что предлагаемые задачи (задания!) носят исследовательский характер, поэтому наилучшие обобщения и полные решения неизвестны даже их авторам, поэтому: 

· хотя мы и ждем максимальных ВАШИХ обобщений, но во многих задачах интерес могут представлять отдельные частные случаи;

· возможно (это допускается и даже приветствуется) ВЫ сможете усилить ряд утверждений, приведенных непосредственно в формулировках задач;

· кроме рассмотрения исходной постановки полезно исследовать свои направления, причем совсем необязательно ваши обобщения должны совпадать с предложениями авторов задач;

· КАЖДУЮ ЗАДАЧУ НЕОБХОДИМО ОФОРМИТЬ НА ОТДЕЛЬНЫХ ЛИСТАХ или в ОТДЕЛЬНОЙ ТЕТРАДИ: 

· в распечатанном (шрифт –Times New Roman, размер 14 пт) или аккуратно записанном от руки виде; 

· при этом оформление каждой задачи должно начинаться С ТИТУЛЬНОГО ЛИСТА, на котором должны быть указаны номер задачи и ее название, название учреждения(й) образования, город, автор(ы) исследования (решения); 

· НИЖЕ НА ТИТУЛЬНОМ ЛИСТЕ (или на втором листе) обязательно дайте краткое резюме (аннотацию) вашего исследования – какие пункты Вы решили, какие сделали обобщения, при этом четко сформулируйте ВАШИ ГЛАВНЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ (утверждения, примеры, гипотезы), с указанием страниц в работе, где они приведены и доказаны (обоснованы);  

· При использовании в вашем исследовании результатов (теорем, свойств, примеров, рисунков и т.п.) из других источников – статей, книг, Интернет-ресурсов, обязательно делайте ссылки на эти источники (в месте использования), а на последней странице приведите список литературы и Интернет-ресурсов, которые Вы использовали (строго обязательно!)

Исследовательские задания 

ХI  Минского городского открытого турнира юных математиков – 2024
МГОТЮМ – младшая лига, 5-7 классы,                                                            13-16 марта 2024 г.
№ 1.   Числа, цифры и делимость


1. На доске написано число 202. Какую цифру надо приписать в конце, чтобы полученное число делилось на а) 8, б) 11, в) 23?

2. На доске написано число X, которое состоит из n цифр. При каких n всегда к числу можно приписать одну цифру в конце, чтобы полученное число делилось на а) 8, б) 11, в) 23?

3. На доске написано трехзначное число X. Всегда ли к числу можно приписать одну цифру в конце и одну цифру в начале, чтобы полученное пятизначное число делилось на а) 72, б) 44, в) 23?

4. На доске написано трехзначное число X. 
а) В этом числе можно приписать одну цифру между первой и второй цифрой или одну цифру между второй и третьей, а также одну цифру в начале и одну цифру конце. Верно ли, что для любого Х таким образом можно получить шестизначное число, которое делиться на 2024? 
б) А если в отличие от пункта а) можно вставить одну цифру между первой и второй, еще одну между второй и третьей и еще по одной добавить в начало и в конец, верно ли тогда, что для любого Х полученное семизначное число будет делиться на 2024? 
в) В случае, если у вас в пунктах а) и(или) б) ответ отрицательный, то найдите наибольший делитель d числа 2024 такой, что для любого Х можно получить таким образом число, которое делиться на d.

5. На доске написано трехзначное число X и некоторое натуральное число t. Известно, что если к числу Х приписать любую цифру в конце и любую цифру в начале, то полученное пятизначное число не будет делиться на число t. 

а) Найдите, все возможные значения числа t, меньшие 50, для которых выполняется это условие. 

б) Найдите наименьшее простое t, для которого выполняется это условие.
6. Для каких простых чисел p выполняется следующее условие: к любому числу больше 100 можно приписать по одной цифре в начале и в конце его десятичной записи так, чтобы полученное число делилось на p?
7. Предложите свои обобщения или направления исследований в этой задаче и изучите их (возможно, вы сможете провести исследование некоторых пунктов этой задачи в общем случае, т.е. для произвольных Х, t и(или) р, указанных в этих пунктах).
№ 2. Поиск периметра  
Многоугольник, стороны которого не пересекаются (в частности, не имеют общих точек, т.е. «не касаются даже углами») и любые две смежные стороны являются перпендикулярными, будем называть простым.

1. По данным рисунка 1 найдите периметр этого простого многоугольника.

2. На рисунке изображен простой многоугольник, периметр которого равен 66. По данным рисунка 2 найдите длину стороны, отмеченной знаком [image: image2.png]


.
3. Аня хочет найти периметр простого многоугольника, изображенного на рисунке 3. Для этого она измерила длину стороны [image: image4.png]


. Какое наименьшее количество отрезков ей надо ещё измерить, чтобы найти периметр?
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4.   а) Какое наименьшее количество сторон надо измерить в простом восьмиугольнике, чтобы гарантированно найти его периметр? 

  б) Попробуйте указать условия (опишите вид и параметры восьмиугольника), при которых  нужно знать именно такое количество сторон, которое вы получили при решении пункта а).

  в) Возможно существуют восьмиугольники, для определения периметра которых достаточно знать длины меньшего количества сторон, чем вы получили в пункте а). Опишите множества таких восьмиугольников.
5.  Изучите вопросы пункта 4 для других простых многоугольников (количество сторон задайте сами). 
6. Попробуйте изучить вопросы пункта 4 в общем случае (т.е. построить необходимые алгоритмы или найти формулы для вычисления периметров произвольных простых многоугольников, оценить число сторон, длины которых нужно знать в различных случаях применения алгоритмов или формул).
7. Предложите свои обобщения или направления исследований в этой задаче и изучите их.
№ 3.   Игра 

I. На доске [image: image9.png]


 Аня и Боря играют в следующую игру: они по очереди (Аня ходит первой) кладут монетку в клетки доски, при условии, что и сама клетка и соседние с ней клетки тоже пусты. Тот, кто не может сделать ход, тот проиграл.

1. Докажите, что для любого нечётного n, у Ани есть выигрышная стратегия.

2. Докажите, что при [image: image11.png]


 у Ани есть выигрышная стратегия.
3. Докажите, что при [image: image13.png]


 у Бори есть выигрышная стратегия.
4. При каких значениях n у Ани есть выигрышная стратегия? При каких значениях n у Бори есть выигрышная стратегия?

II. Игра такая же, как и в пункте I, но монетку можно класть на клетку доски при условии, что и сама клетка, и r клеток справа от неё, и l клеток слева от неё пусты (лево для Ани и Бори находится с одной стороны доски). При [image: image15.png]


 получаем игру из пункта I. 

5. Попробуйте найти все значения n для которых у Ани есть выигрышная стратегия при [image: image17.png]


, [image: image19.png]


.

6. Попробуйте найти все значения n для которых у Ани есть выигрышная стратегия при каких-то фиксированных r и l.
III. На доске [image: image21.png]


 Аня и Боря играют в следующую игру: они по очереди (Аня ходит первой) кладут монетку в клетки доски, при условии, что и сама клетка и соседние с ней клетки тоже пусты (соседними считаются клетки, имеющие общую сторону). Тот, кто не может сделать ход, тот проиграл.
7. Определите значения [image: image23.png]


 и [image: image25.png]


, при которых а) у Ани, б) у Бори есть выигрышная стратегия.
IV. Предложите свои обобщения или направления исследований в этой задаче и изучите их.
№ 4.   Большая перемена 
Арсений и Егор играют в следующую игру. Для игры для первого раза берётся ненулевое целое число a1, после чего каждый день на большой перемене мальчики всю перемену по очереди делят имеющееся на данный момент число на некое k (старое число убирается). На той перемене, на которой после деления получается нецелое число, игра завершается и на следующей перемене начинается новая игра для нового числа, т.е. вторая игра для числа a2, потом аналогично третья игра для числа a3, и т.д. 
Вместо обеда за игрой наблюдает Кирилл, терпения которого хватает на наблюдение за первыми m переменами для каждой игры (т.е. для каждого числа  an, n = 1,2,3, …). Когда у Кирилла заканчивается терпение (т.е. на (m + 1)-й перемене, если не началась новая игра), то Кирилл вспоминает, что он долго пропускал обед, и объявляет, что он голодал на этой игре (и ничего не объявляет, если увидел конец игры, когда у него ещё было терпение).
1.  Пусть 
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 где b — нечётное число, и 
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a) Найдётся ли такая игра, в которой Кирилл голодал?

b) Если ответ в предыдущем пункте: «да», то как часто (т.е. на каких номерах игр) Кирилл будет голодать?

2.  Пусть k = 3 и 

[image: image28.png]a,=Mm+1)(n+2)-..-(n+2n).




Сколько перемен будет длиться игра?
3.  Пусть p — простое число. Ответьте на вопрос пункта 2, если 
[image: image29.wmf]kp
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, 
[image: image30.png]a,=m+1)(n+2)-..-(n+(p—1n)




4. Арсений и Егор решили играть для 
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 со следующей последовательностью: 
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, при этом параллельно с ними по таким же правилам для того же 
[image: image34.wmf]3
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 играет Кирилл для последовательности 
[image: image35.wmf]n
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, если кто-то закончит раньше, он наблюдает за второй игрой и лишь, когда закончились обе игры все мальчики берут новые числа (это пункт никак не связан с вопросом «голодания» Кирилла).
a) Кто закончит раньше в n-ой игре?

b) А если 
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1

12

a

=+

 и 
[image: image37.wmf](

)

(

)

33

1

3231

nn

aann

-

=+-+-

?

5. Арсений и Егор решили менять число k, поэтому для  i-ой игры оно равно 
[image: image38.wmf],
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 причём все 
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 — простые числа. 
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 Оказалось что для всех n верно 
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. Может ли оказаться так, что на какой-то игре Кирилл голодал, если его терпения хватает на две перемены (т.е. здесь m =2)?

6. Арсений и Егор решили сохранить условие на 
[image: image43.wmf],
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 однако заменили 
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 и взяли последовательность 
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. Докажите что Кирилл не будет голодать, если его терпение осталось таким же как в пункте 5.
7. В предыдущем пункте укажите оценку на 
[image: image47.wmf],
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 если терпения Кирилла хватает на три перемены.
8. Предложите свои обобщения и другие направления исследования.

№ 5.    Откладываем и измеряем отрезки


1. Имеется линейка длиной 9 см без делений. Какое наименьшее число промежуточных делений нужно нанести на линейку, чтобы можно было отложить или измерить любой отрезок длиной 1 см, 2 см, 3 см, … или 9 см, прикладывая линейку лишь один раз (в каждом случае)? Ответ объясните.
2. Имеется линейка длиной 13 см без делений. Какое наименьшее число промежуточных делений нужно нанести на линейку, чтобы можно было отложить все отрезки длиной 1 см, 2 см, 3 см, …, 10 см, 11 см, 12, 13 см, прикладывая линейку лишь один раз (в каждом случае)? 

3. Исследуйте задачу, подобную пунктам 1 и 2, для линеек с другими длинами.

4.    А) Имеется веревочка длиной 9 см. На ней можно завязать маленькие узелки на определенных расстояниях от краев, для того, чтобы с помощью такой веревочки можно было измерять расстояния (например, если завязать узелок на расстоянии 1 см от левого края, то можно измерить отрезок, равный 8 см). Каждый завязанный узелок не меняет длины веревочки. Какое наименьшее число узелков требуется завязать, чтобы можно было измерить все расстояния длиной 1 см, 2 см, 3 см, …, 9 см, прикладывая веревочку лишь один раз? (Разрешается сгибать веревочку, но только один раз и в том месте, где завязан узелок)?

Б) Рассмотрим задачу, аналогичную пункту А) с веревочкой длиной 13 см, причем отмерить нужно все расстояния, равные 1 см, 2 см, …, 13 см.  Вновь прикладывать веревочку можно лишь один раз, но сгибать ее на этот раз можно не более одного раза в любом месте веревочки.

5. Исследуйте задачу, подобную пунктам 4. А) и Б) для веревочек с другими длинами.

6. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их

№ 6.   Производная от числа 

В старших классах вы изучите понятие производной от функции, в частности, узнаете, что производная от числа, т.е. от функции, тождественно равной некоторому числу, равняется нулю. 
Попробуем ввести определение арифметической производной, отталкиваясь от некоторых исходных значений и свойств (аксиом). Например, так: для произвольного целого или рационального числа m, назовем число D(m) – арифметической производной от этого числа m, если выполняются следующие свойства:

( D(0) = D(1) = 0;
( D(p) = l для любого простого числа р;
( D(m(n) = n(D(m) + m(D(n);
( D(–n) = –D(n);
( [image: image49.png]D (%) = mmet



;
Проверьте непротиворечивость введенных свойств (аксиом) и изучите следующие вопросы:
1. Найдите значение D(mn).

2. Выясните, когда НОД(D(m); m) ( 1, НОД(D(m); m) = 1.

3. Найдите другие свойства D(m).

4. Если D(m) = D(x)(D(y) для некоторых целых или рациональных x и y, то назовём такую производную составной, в противном случае – простой (т.е. если D(m) нельзя представить в виде произведения производных некоторых двух чисел, каждая из которых не равна 1; или если по-другому сказать, для этих значений по сути возможно только такое представление: D(m) = D(m)(1).
Единственно ли разложение составных производных? Если нет, то сколько разложений можно получить для каждого m?

5. Существуют ли такие целые m, n, такие что

a) D(m) = m?
б) D(m)(D(n) = m(n?

в) [image: image51.png]D(m) _ m
by n



?

г) [image: image53.png]


;

д) D(m ± n) = D(m) ± D(n)?

Для всех пунктов а) – д) (в случае положительного ответа) попробуйте найти множество всех значений m или пар значений (m,n), удовлетворяющих соответствующему равенству.
6. Назовём "близнецами" числа с одинаковыми производными. Найдите все числа "близнецы" для произвольного [image: image55.png]NeEZ



. В частности, может ли натуральное (или целое) число иметь в качестве "числа-близнеца" обыкновенную дробь с неравным 1 знаменателем?

7. Предложите свои вопросы, обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их

№ 7.   Ещё раз об угадывании




 

I. Мудрец предлагает сыграть вам в следующую игру: он загадал два натуральных числа А и В от 1 до 10 включительно (числа могут совпадать). На каждом ходу вы можете назвать два числа a и b, и получить в ответ число, равное [image: image57.png]|A —a|+|B —b|



. 
а) Как за два хода гарантированно узнать числа мудреца? 
б) Покажите, что за два хода числа А и В можно узнать и в том случае, если они произвольные положительные числа.
в) Придумайте, как за два хода узнать числа A и B можно узнать и в том случае, если известно такое число m (необязательно положительное), что [image: image59.png]


, [image: image61.png]


.

г) Какое наименьшее количество ходов потребуется, если мудрец задумал три положительных числа: А, В и С;  вы за ход называете три числа: a, b, с,  и получаете в ответ число, равное
[image: image62.png]|A—al+|B—-b| +]|C —cl




д) Обобщите пункт г) на случай большего количества задуманных чисел.
II. Мудрец предлагает сыграть вам в другую игру: он загадал два числа А и В (числа могут совпадать). На каждом ходу вы можете назвать два числа a и b, и получить в ответ число, равное [image: image64.png]aA + bB



.
а) За какое наименьшее количество ходов Вы сможете угадать задуманные натуральные числа A и B?

б) За какое наименьшее количество ходов Вы сможете угадать задуманные целые числа A и B, если Вам известны такие m и M, что [image: image66.png]


.
в) Обобщите пункты а) и б) на случай большего количества задуманных чисел.

г) За какое наименьшее количество ходов Вы сможете угадать а) 3, б) 4, в) n рациональных чисел.
III. а) Можно ли в пункте I.а) справиться за два хода (A и B — положительные), если в ответ на числа [image: image68.png]


 и [image: image70.png]


 мудрец называет

1) [image: image72.png]max (|4 — al, |B — b|)



;

2) [image: image74.png]1 _tA=al 1 _IB-D

> 1tlaal "1 1+l3-0|



?

б) Обобщите пункт а) на случай большего количества задуманных чисел.
в) Придумайте условия на выражения, при которых за два хода можно угадать задуманные положительные (или натуральные, или какие-либо ещё) числа A и B. (То есть, существует ли что-то аналогичное [image: image76.png]|A—al+|B—b|



).

IV. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 8.   Алгоритмы появились раньше слова «Алгоритм»      
Для нахождения наибольшего общего делителя (НОД) двух натуральных чисел можно воспользоваться алгоритмом Евклида. Обозначим через [image: image78.png]


 и [image: image80.png]


 наибольшее и наименьшее из двух чисел соответственно. Шаг 1: поделим с остатком число [image: image82.png]


 на [image: image84.png]


 и обозначим остаток от деления через [image: image86.png]


. Если [image: image88.png]


, то число [image: image90.png]


 является НОД, если [image: image92.png]r+0



, то полагаем теперь, что [image: image94.png]


 равно [image: image96.png]


, а [image: image98.png]


 равно [image: image100.png]


, и возвращаемся к шагу 1.

1. Используя алгоритм Евклида, найдите НОД (207004667, 206800621).

2. Найдите НОД ([image: image102.png]094



 и [image: image104.png]


).

3. Последовательность чисел Фибоначчи — это последовательность чисел в которой первое и второе число равны 1, а начиная с третьего, каждое следующее число получается из суммы двух предыдущих чисел. Последовательность чисел Фибоначчи: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … 

3.1. Сколько операций деления понадобиться, чтобы найти НОД 2024-го и 2023-го числа Фибоначчи?

3.2. Сколько операций деления понадобиться, чтобы найти НОД 2024-го и 1984-го числа Фибоначчи?

3.3. Сколько операций деления понадобиться, чтобы найти НОД n-го и m-го числа Фибоначчи?

4. Опишите все пары чисел, для которых НОД  алгоритмом Евклида найдется ровно за 3 операции деления. Опишите все пары чисел, для которых НОД алгоритмом Евклида найдётся за k операций деления.

5.1. Правда ли, что при нахождении НОД алгоритмом Евклида число операций деления двух произвольных натуральных не более чем двузначных чисел не превосходит количество операций деления при поиске НОД алгоритмом Евклида для 11-го и 10-го чисел Фибоначчи? Если ответ отрицательный, то тот же вопрос, но для 12-го и 11-го чисел Фибоначчи. 

5.2. Пусть есть u-значное число и v-значное число. Какое наибольшее количество операций деления в алгоритме Евклида потребуется, чтобы найти НОД этих чисел?
6. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их

№ 9.    Разные «средние»






1. В магазин завезли 20 кг сыра, за ним выстроилась очередь. Отпустив сыр очередному покупателю, продавщица безошибочно подсчитывает средний вес покупки по всему проданному сыру и сообщает, на сколько человек хватит оставшегося сыра, если все будут покупать именно по этому среднему весу. Могла ли продавщица после каждого из первых 10 покупателей сообщать, что сыра хватит еще ровно на 10 человек? Если да, то сколько сыра осталось в магазине после первых 10 покупателей? (Средний вес покупки ( это общий вес проданного сыра, деленный на число купивших.)

1.1. Тот же вопрос для случая, когда сыра 100 кг, а продавщица сообщает, что сыра хватит ровно на М человек после каждого из первых К покупателей. Определите, для каких пар натуральных чисел (К, М) такое возможно.

1.2.  Тот же вопрос, что и в пункте 1.1, с одним дополнительным условием: с того момента, когда сыра остается менее 10% от первоначально завезенного в магазин, норма отпуска сыра на каждого покупателя уменьшается вдвое, т.е. после этого момента каждый покупатель может взять половину сыра от среднего количества сыра, взятого всеми покупателями, рассчитанного до него.
2. Автобус, едущий по маршруту длиной 100 км, снабжен компьютером, показывающим прогноз времени, остающегося до прибытия в конечный пункт. Это время рассчитывается исходя из предположения, что средняя скорость автобуса на оставшемся участке маршрута будет такой же, как и на уже пройденной его части. Спустя 40 минут после начала движения ожидаемое время до прибытия составляло 1 час и оставалось таким же еще в течение пяти часов. Могло ли такое быть? Если да, то сколько километров проехал автобус к окончанию этих пяти часов? (Средняя скорость автобуса на участке маршрута ( это длина участка, деленная на время, за которое этот участок пройден.).
2.1. Исследуйте вопросы этого пункта в случае, когда начальный расчет ожидаемого времени (1 час) до прибытия сделан не через 40 мин., а через К минут, и сохранялся таким еще в течение L часов. 
3. При подведении  итогов  учебного года  выяснилось, что в любой группе из не менее чем k = 5 учеников m = 80 процентов десяток, полученных этими учениками в течение года, поставлены не более чем p = 20 процентам  учеников  из этой группы. Докажите, что по крайней мере три четверти всех десяток получил один ученик. 
3.1. Исследуйте вопрос пункта 3 для других значений k, m и p.
4. Рассмотрите другие обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 10.   Циферки









Во всех пунктах задачи надо будет придумать натуральное число, десятичная запись которого содержит каждую цифру от 0 до 9 одно и то же число раз (то есть количество 0 в десятичной записи числа равно количеству 1, равно количеству 2, и т. д.).
1. Запишите наименьшее такое число, кратное 10.

2. Запишите наименьшее число, кратное 7.

3. Запишите число, кратное 2024. Сможете ли вы записать наименьшее число кратное 2024?

4. Для любого простого p укажите алгоритм, как записать число кратное p. Придумайте алгоритм, как записать наименьшее число кратное p.

5. Исследуйте задачи пункта 4 для произвольного натурального числа N.
6. Предложите свои обобщения или направления исследований в этой задаче и изучите их. (Одним из обобщений может быть исследование такой задачи в других системах счисления. Другим направлением может быть описание множества всех чисел, удовлетворяющих каким-то пунктам этой задачи. Может Вы предложите другие – более интересные обобщения.)
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