Исследовательские задания

ХII  Минского городского открытого турнира юных математиков (МГОТЮМ – 2025 – младшая лига, 5-7 классы)

11-15 марта 2025 г.

№ 1. Суммы подмножеств
Пусть дан набор из n различных чисел a1<a2<…<an. Будем рассматривать все возможные суммы k различных чисел из данного набора.
1. При n=3, k=2 получили следующие значения сумм: 2, 9, 11. Найдите числа a1, a2, a3.
2. Возможна ли при n=3, k=2 ситуация, когда некоторые из получаемых сумм будут совпадать (следует помнить, что a1<a2<a3)? Если да, то попробуйте описать все наборы значений  a1<a2<a3, при которых некоторые из значений получаемых сумм будут совпадать.
3. При n=5, k=3 получили следующие значения сумм: 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16. Найдите числа a1, a2, a3. a4, a5.
4. Возможна ли при n=5, k=3 ситуация, когда некоторые из получаемых сумм будут совпадать (следует помнить, что a1<a2<a3<a4<a5)? Если да, то попробуйте описать все наборы значений a1<a2<a3<a4<a5, при которых некоторые из значений получаемых сумм будут совпадать.
5. Пусть n=5, k=3. Для заданного набора чисел a1<a2<a3<a4<a5 будем выписывать множества номеров слагаемых в различных суммах в порядке возрастания (неубывания) значений этих сумм. Например, для набора a1=0, a2=1, a3=2, a4=5, a5=8 получим следующую последовательность множеств номеров слагаемых сумм {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 5}, {2, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}. Две последовательности множеств номеров будем считать различными, если найдётся такая позиция в этих последовательностях, что в них на этой позиции будут стоять не равные множества. Множества называются не равными, если существует элемент, который содержится только в одном из множеств.
1) Сколько существует таких различных последовательностей для всевозможых наборов?
2) Существуют ли такие позиции, что во всех получаемых последовательностях на них будут находится одни и те же множества? Если да, то укажите все такие позиции.
6. Рассмотрите вопросы пункта 5 при n=6, k=4.
7. Рассмотрите вопросы пункта 5 при n=6, k=3.
8. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и исследуйте их.
№ 2. Прекрасные суммы  






      
Дано множество S натуральных чисел, содержащее хотя бы k элементов (k > 1). Известно, что сумма любых попарно различных k элементов множества S также принадлежит S. (Например, если k = 2 и известно, что числа 1 и 2024 принадлежат множеству S, то множеству S принадлежит и число 1 + 2024 = 2025.) 
1. Каким может быть множество S, если известно, что k = 2, числа 2 и 3 принадлежат множеству S, а число 1 не принадлежит множеству S? 
2. Верно ли, что множество S бесконечно, если: 
а) k = 2; б) k = 3; в) k – произвольное натуральное число, большее 1? 
3. При каких k > 1 можно утверждать, что в множестве S обязательно найдутся различные элементы x и y такие, что: 
а) x делится на y; 
б) x = 2y; 
в) x = ky? 
4.  а) Докажите, что при k = 2 в множестве S существует такое число n, для которого все натуральные числа, кратные n, принадлежат множеству S. 
      б) Верно ли утверждение пункта 3а) при k = 3? 
в) Попытайтесь найти все натуральные k > 1, для которых верно утверждение пункта 4а). 
5. Знайка знает, что в множестве S есть два взаимно простых числа a и b (числа a и b называются взаимно простыми, если у них есть ровно один общий делитель – число 1). Можно ли утверждать, что существует такое число M, для которого все числа M, M + 1, M + 2, M + 3,... принадлежат множеству S, если: 
а) k = 2; б) k = 3; в) k > 1 – некоторое натуральное число? 
6.  а) Докажите, что при k = 2 все элементы множества S, большие или равные некоторого значения L будут представимы в виде суммы двух элементов этого множества S.
    б) Исследуйте пункт 6а) при k > 2. 
7. Как изменятся ответы на предыдущие пункты задачи, если известно, что все элементы множества S целые (но необязательно натуральные)? 
8. Предложите свои обобщения к задаче и исследуйте их.

№ 3. Сладкоежки






     
Известная задача: 
1.0. У Васи и Максима есть плитка шоколада, сотстоящая из 10 долек. Ребята по очереди ломают любой из кусочков шоколадки (если в нем есть хотя бы 2 дольки) на 2 других с натуральным количеством долек, начиная с Василия. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре, и как при этом ему нужно играть? 
2.0. Рассмотрите предыдущую задачу, если в изначальной шоколадке произвольное количество долек.

«Шоколад нужно есть»: 
1. Пусть теперь мальчики могут на своем ходу либо разломать один из кусочков на 2 (аналогично пункту 1.0), или откусить и съесть одну дольку от любого кусочка (если в кусочке больше одной дольки). Рассмотрите предыдущие пункты в таком случае. 
2. Исследуйте пункт 1, если ребята откусывают по 1 дольке от каждого кусочка и не съедают ни один кусочек полностью. 
3. Исследуйте пункты 1, 2, если ребята могут съедать кусочки полностью. 
4. Исследуйте операции описанные в задаче 3, если побеждает мальчик съевший наибольшее количество кусочков.

Более общие случаи: 
5. Исследуйте пункты 1-4, если изначально имеется M шоколадок, каждая из которых состоит из n долек. 
6. Исследуйте пункты 1-4, если изначально M шоколадок по n1, n2,...,nM  долек, где n1 + n2 + ... nM = N. 
7. Исследуйте предыдущие пункты, если операцию съедания можно использовать ограниченное число раз, ведь много сладкого вредно. 
8. Исследуйте, за какое количество ходов закончится игра в предыдущих пунктах.

9. Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.

№ 4. Отличники









В некоторой школе все ученики учатся либо только на 10, либо только на 9, либо только на 8. 
1. В круг встали 99 учеников. У каждого среди трех соседей слева есть хотя бы один, который учится на 8, а среди пяти соседей справа – есть хотя бы один, который учится на 10; кроме этого среди четырех соседей – двух слева и двух справа – хотя бы один, который учится на 9. Может ли в этом круге быть поровну учеников, которые учатся на 10 и которые учатся на 8.

2. А если в круге стоит  n учеников, где n > 99, то может ли выполнятся условие пункта 1 .

3. Если найдется значение n, как указано в пункте 2, то найдите несколько таких n.

4. Может, вам удастся найти все такие значения n.
5. В круг  встали  99 учеников. У каждого среди трех соседей слева есть хотя бы один, который учится на 8, а среди пяти соседей справа – хотя бы один, который учится на 10. Может ли в этом круге быть поровну учеников, которые учатся на  10 и которые учатся на 8.

6. А если в пункте 5 вместо  99 стоит n учеников, где n > 99, то может ли  выполнятся  условие  2, 3 или 4.

7. В круг встали 99 учеников. У каждого среди трех соседей слева есть хотя бы один который учится на 8, а среди четырех соседей – двух слева и двух  справа – хотя бы один, который учится на 9. Может ли  в этом  круге быть поровну учеников которые учатся на 10 и которые учатся на 8.

8.Если в пункте 7 вместо 99 стоит n учеников, где n > 99, то может ли выполнятся условие 2, 3 или 4.

9. В круг встали  99 учеников. У каждого среди пяти соседей – есть хотя бы один который учится на 10, а среди четырех соседей - двух слева и двух справа хотя бы один, который учится на 9. Может ли  в этом круге быть поровну учеников, которые  учатся  на 10 и которые учатся на 8.

10. Если в пункте 9 вместо 99 стоит n учеников, где n > 99, то может ли выполнятся условие 2, 3 или 4.

11. Предложите  свои обобщения или направления исследования и изучите их.

№ 5. Инопланетные признаки делимости
1.      А) У инопланетянина Тома на левой руке 3 пальца, а на правой 4. Возможно, именно по этой причине на его родной планете для записи чисел общепринято использовать 7 цифр, а не 10 как на планете Земля. Найдите все такие числа Р на планете Тома (т.е. в системе счисления на планете Тома), что делимость некоторого заданного числа на Р можно проверить по последней цифре этого заданного числа. Другими словами, найдите такие Р, для которых признак делимости на Р формулируется исходя из последней цифры заданного.
Б) А можете найти все числа Р, для которых делимость на Р можно проверить по двум или по трем последним цифрам в системе счисления на планете Тома?

В) У второго инопланетянина Джерри на руках 5 пальцев как у землян, но рук у него 3. Возможно, именно по этой причине его раса для счета использует 15 цифр, а не 10. Попробуйте ответить на вопросы, аналогичные пунктам 1.А) и Б) для инопланетянина Джерри.

Г) Сможете ли Вы решить задачу 1 в общем случае: для записи чисел в некоторой позиционной системе счисления используются n цифр, надо найди все числа Р для которых, признак делимости на Р формулируется исходя из последних k цифр заданного числа.

2.      А) В десятичной системе счисления для того, чтобы узнать, делиться ли число на 9 или на 3 достаточно рассмотреть сумму цифр числа. Делимость на какие числа D Том сможет определить по сумме цифр на своей планете?

Б) Ответьте на то же вопрос для Джерри.

В)  Сможете ли Вы решить задачу 2 в общем случае: для записи чисел в некоторой позиционной системе счисления используются n цифр, надо определите все такие числа D, для которых признак делимости на D формулируется исходя из остатка от деления на D суммы цифр заданного числа.

3.      А) В десятичной системе счисления имеется признак делимости на 11: «разность между суммами цифр некоторого числа, стоящих на четных местах и на нечетных местах этого числа должна делиться на 11». А существует ли аналогичный признак для делимости на некоторые числа D для планеты Тома. Укажите все такие числа.
Б) Решите пункт 3.А) для планеты Джерри.

В)  Сможете ли Вы решить задачу в общем случае: для записи чисел в некоторой позиционной системе счисления используются n цифр, надо найди все числа D, для которых признак делимости на D формулируется исходя из остатка от деления на D разности между суммой цифр, расположенных на четных местах, и суммой цифр, расположенных на нечетных местах, заданного числа.

4.      А) Существует признак делимости на 7: «если из записи числа убрать последнюю цифру и затем отнять ее два раза от полученного таким образом числа, то новое число будет делиться на 7 тогда и только тогда, когда исходное число делится на 7. Например, 182 делится на 7 и 18-2-2 = 14 делится на 7. А существуют ли числа на планете Тома, для которых имеется аналогичный признак делимости. Найдите все (или хотя бы некоторые) такие числа и сформулируйте соответствующие признаки делимости.

Б) Решите пункт 4,А) для планеты Джерри.

В)  Сможете ли Вы решить задачу в общем случае?

5. Предложите  свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

№ 6.   Домино и тримино
А) Рассмотрим полный набор косточек домино, в котором числа на половинках косточек (будем называть их дольками) могут принимать значения от 0 до п (где n – натуральное число, рассмотрите вначале пункты этой задачи для небольших значений n, например, равных 3, 4, 5, 6).

Будем выкладывать косточки домино в соответствии со следующими правилами. Начинать можно с любой косточки. Каждую следующую косточку необходимо выкладывать так, чтобы она продолжала уже выложенную цепочку (по принципу «торец в торец») и при этом число на прикладываемой дольке этой косточки было равно числу на соответствующей концевой дольке цепочки. Цепочки из косточек домино, полученные по этим правилам, будем называть правильными разложениями.

1) Сколько всего косточек домино в указанном наборе (в зависимости от n)?

2) Какое наибольшее число косточек может быть выложено в соответствии с правилами при каждом значении n (будем называть такие расположения косточек максимальными правильными разложениями)?

3) Попробуйте определить точно или оценить количество правильных разложений (хотя бы для некоторых отдельных значений п, п = 3, 4, 5, …).

Б) Рассмотрите те же вопросы для обобщенного домино, т.е. для домино, косточки которого состоят из трех (или более) долек и имеют вид прямоугольника 13 (14 и т.п., при этом числа, записанные в дольках одной косточки попарно различны, а выкладывать косточки разрешается по описанным выше правилам).

В) Рассмотрим игру «тримино» – аналог игры домино, в которой косточки состоят из трех долек, на которых отмечены цифры от 0 до п, причем в отличие от домино, косточки разрешается прикладывать своим торцом не только к концу цепочки, но и к средней дольке любой из ранее выложенных косточек. Примечание. Здесь возможно рассмотрение двух случаев как двух разных игр: прикладывание с одной стороны косточки или прикладывание с двух сторон косточки.

Г) Попробуйте рассмотреть игру «треугольное тримино» с косточками вида:

	1
	 
	3
	 
	 
	2
	 

	 
	2
	 
	 
	1
	 
	3


(заметьте, что на рисунке изображены две различные косточки с тремя «концами», являющимися аналогами торцов  в обычной косточке домино). При этом каждую новую косточку разрешается прикладывать любым своим концом к любому еще свободному концу цепочки.

Исследуйте вопросы аналогичные вопросам 1) – 3) в указанных играх и других по вашему усмотрению (при этом дайте точное определение вводимых вами условий или правил игры).

№ 7. Количество треугольников и не только! 
1.1. На каждой стороне равностороннего треугольника АВС со стороной, равной 5, отмечено по 4 точки, разбивающих эти стороны на 5 равных частей. Соответствующие точки на сторонах соединены отрезками, параллельными сторонам треугольника так, что на треугольнике  АВС получилась треугольная сетка из равносторонних треугольников со стороной 1 (единица). Сколько таких треугольников (со стороной 1) получилось?

1.2. Сколько всего равносторонних треугольников со сторонами параллельными сторонам исходного треугольника есть на этой сетке?
1.3. А сколько всего равносторонних треугольников есть на этой сетке (считая треугольники, стороны которых не совпадают с линиями сетки)?

2.1. Рассмотрим теперь всевозможные треугольники с вершинами в отмеченных точках, взятых по одной на каждой стороне исходного треугольника АВС. Сколько среди этих треугольников таких, у которых ни одна из сторон не параллельна сторонам треугольника АВС? 
3.1. Рассмотрите такие же задачи, как и в предыдущих пунктах, но для случая, когда на каждой стороне взято по n точек (хотя бы для некоторых значений n).
Попробуйте исследовать различные обобщения исходной постановки, а именно, сформулировать и изучить, например, такие направления (хотя бы при небольших значениях параметров. В каждом случае сами конкретно формулируйте условия рассматриваемых Вами обобщений или направлений).
4.1. Треугольник АВС – равносторонний, но на двух его сторонах взято по n точек, а на третьей стороне – m точек. 
4.2. На трех сторонах равностороннего треугольника АВС взято n, m и k точек соответственно. 
4.3. Вопросы, как и в предыдущих пунктах, но треугольник АВС – равнобедренный.
5. Исследуйте аналогичные вопросы для квадрата или прямоугольника.

6. Предложите свои вопросы и исследуйте их.

№ 8. Сколько нулей?!
Полезные сопутствующие задачи: 

1) На сколько нулей заканчивается число 2025! (читается: «2025-факториал»; по определению n! = 1(2(3(…( (n – 2)((n – 1)(n, то есть n! равняется произведению всех натуральных чисел от 1 до n. Например, 4! = 1·2·3·4 = 24. Кроме этого по определению 0! = 1).
2) На сколько нулей заканчивается число N! (при различных натуральных значениях N). Попробуйте вывести общую формулу для решения этой задачи.
3) Найдите наименьшее натуральное число n такое, что количество нулей, на которое заканчивается число (n+10)!, ровно на 2025 больше количества нулей, которыми заканчивается число  n!.  

4) Для произвольного натурального числа n и фиксированного натурального числа k определить наибольшую степень M(k), на которую делится нацело n!. Решите этот пункт для случаев: 
а) k = 2,   б) k = 5,   в) k = 7,   г) k = 23(52,   д) произвольного k.

Основные задачи: 

5) Произведение всех делителей натурального числа N оканчивается на 12 нулей. На сколько нулей может оканчиваться число N ?

6) Произведение всех делителей натурального числа N оканчивается на 2016 нулей. На сколько нулей может оканчиваться число N ?
7) Произведение всех делителей натурального числа N оканчивается на 2020 нулей (или на 2025 нулей). На сколько нулей может оканчиваться число N?

8) Рассмотрите эти вопросы в разных (более общих) случаях.

9) Попробуйте исследовать обратную задачу: натуральное число N заканчивается на k нулей. На сколько нулей может заканчиваться произведение всех делителей этого числа?
10) Предложите свои вопросы и направления в этой задаче и исследуйте их.   
№ 9. Сэндвичи
Натуральное число будем называть сэндвичем, если 

• в его десятичной записи нет нулей; 

• каждая ненулевая цифра используется два раза; 

• одна цифра находится между единицами, две цифры — между двойками, три цифры — между тройками и так далее. 

Например, 312132 — это числовой сэндвич, состоящий из цифр 1, 2 и 3. Такое число будем называть 123-сэндвичем. 

1. Составьте 1234-сэндвич. Сколько существуют 1234-сэндвичей? Могут ли 1234сэндвичи отличаться количеством цифр? 

2. Для любого ли подмножества цифр a1, a2, ..., ak существует a1a2 ...ak-сэндвич? 

3. Пусть дано мультимножество натуральных чисел {1,1,2,2,...,n,n}, т.е. в отличие от традиционно используемого понятия множества, указанное мультимножество состоит из 2n чисел, в котором каждое натуральное число от 1 до n содержится по два раза.  Для каких значений n можно расположить его элементы в последовательность так, что для любого 1 ( i ( n между двумя любыми вхождениями i будет находится ровно i чисел, отличных от i? 

Клубный сэндвич — это число, в котором каждая цифра встречается ровно три раза (нет нулей). Применяются те же правила, что и выше: одна цифра помещается между

Любыми двумя последовательными единицами, две цифры помещаются между любыми двумя последовательными двоечками и так далее. 

4. Расставьте вместо * цифры так, чтобы получился клубный сэндвич из цифр от 1 до 9. 

∗∗∗∗∗∗4∗3∗∗∗∗∗∗5∗2∗∗∗∗1∗∗∗∗
5. Для любого ли подмножества цифр a1, a2, ..., ak существует a1a2 ...ak-клубный сэндвич? 

6. Обобщите задачу про клубный сэндвич по аналогии с пунктом 3. 

7. Существуют ли клубные сэндвичи порядка m > 3 (в них каждая цифра встречается ровно m раз)?

8. Предложите свои вопросы и направления в этой задаче и исследуйте их.   

№ 10. Последовательная ложь

Имеется большое число о котором сделали N высказываний: 
1) «Оно делится на 1»; 
2) «Оно делится на 2»; ..., 
N) «Оно делится на N». 
Известно, что ровно k последовательных высказывания ложные (k < N −2). 
1. Пусть N = 30, k = 2. Укажите номера ложных высказываний. 
2. Пусть k = 2. Существует ли такое N, что задача о нахождении номеров ложных высказываний будет иметь несколько вариантов ответа? Если существует, то укажите наименьшее значение N.

3. Пусть k = 2. Для любого ли N задача о нахождении номеров ложных высказываний будет иметь решение? 
4. Пусть k = 3. Существует ли такое значение N при котором можно определить номера ложных утверждений? Если существует, то укажите наименьшее значение N. 
5. Тот же вопрос для k > 4. 
6. Предложите свои вопросы и направления в этой задаче и исследуйте их.   
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