Решения задач 27-го Международного математического
Турнира Городов

Осень 2005 г. Тренировочный вариант

10-11 классы.

1. Ответ: нельзя.

Решение.  Пусть существуют натуральные a, b, n, для которых верно

n2 < a3 < b3 < (n + 1)2.  Заметим что a < a + 1 ≤ b. Имеем: n2 < a3 < (a + 1)3 ≤ b3 < (n + 1)2.
Из этого следует, что (n + 1)2 - n2 > (a + 1)2 - a2, то есть 2n + 1 > 3a2 + 3a + 1, откуда 2n > 3a2 + 3a. Возводя в квадрат, получаем 4n2 > 9a4 + 18a3 + 9a2 > 4a3, откуда n2 > a3. Но n2 < a3 – противоречие.

Значит, таких чисел нет.

2. Ответ: можно.

Решение. Возьмем какой-нибудь отрезок длины a.

Построим отрезок АВ длины 
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(для этого построим отрезок длины 
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как диагональ квадрата со стороной а, далее 
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 как диагональ прямоугольника
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, затем 
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 как диагональ прямоугольника 
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Возьмем отрезок АС такой, что его длина равна 
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, и С не лежит на прямой АВ. На отрезке АВ отметим точку D такую, что АD = а. Проведем прямую

DE, параллельную ВС (Е лежит на АС). Из подобия треугольников

АВС и АDЕ: АЕ/АD = АС/АВ, то есть АЕ = АС·АD/АВ=1, а значит АЕ
– искомый отрезок.

3. Смотрите решение задачи 5 из тренировочного варианта для 8-9 классов.

4. Докажем сразу пункт б) (тогда решение пункта а) получится

автоматически).
Первое доказательство. Пусть ( АСВ = 90(, AC = b, BC = a, E – со стороной ВС, F – со стороной АС. Обозначим еще через М – середину стороны АВ, К  – основание перпендикуляра, опущенного из точки D на прямую FM. Тогда площадь треугольника АВС  равна 
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Кроме этого, как легко видеть, треугольник DMK подобен треугольнику АВС, причем DM = AB/2, DK = a/2, KM = b/2. Поэтому, разбив треугольник DEF на три треугольника  FME, FMD и EMD, будем иметь: 
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Здесь использовано неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим. Доказательство завершено. 
 Второе доказательство. Пусть теперь ( A прямой, F – центр квадрата со стороной BC. Докажем что АF – биссектриса угла BAC.  По теореме синусов:

sin BAF/sin ABF = BF/AF = CF/AF = sin CAF/sin ACF.

Но ( ABF + ( ACF = 180( , следовательно,  sin ABF = sin ACF.

Отсюда sin BAF = sin СAF, ( BAF = ( CAF = 45( .

Значит, AF  – перпендикуляр к DE.
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Пусть K  –  точка пересечения AF и BC, AC = a, AB = b.

Тогда 
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Надо доказать: AF  ≥  2AK, то есть KF  ≥  AK.

Расстояние от A до BC равно 
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Расстояние от F до BC равно 
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следовательно,  AK ≤ KF, значит 
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5. Ответ: нет.

Решение. Пусть дан куб ABCDA1B1C1D1. Рассмотрим тетраэдр ACB1D1. При повороте через ребро этот тетраэдр переходит в тетраэдр, получаемый из BDA1C1 параллельным переносом, и наоборот, BDA1C1 переходит в тетраэдр, получаемый

параллельным переносом из ACB1D1. Чтобы вернуть куб на первоначальное место, его надо перекатить четное количество раз. Представим, что куб перекатывается по шахматной доске. на каждом шаге цвет клетки меняется). Значит, тетраэдр АСB1D1
перейдет в себя. При повороте на 90(  AC переходит в BD, но этот отрезок не принадлежит ACB1D1, значит,  поворот верхней грани не мог произойти.

Осень 2005 г. Основной вариант

10-11 классы.

1. Ответ: n = 1, n > 2.

Решение. Рассмотрим три случая:

     1) n = 1;

     2) n = 2;

     3) n > 2.

При n = 1 
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 – целое при любом натуральном 
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Пусть n = 2. Предположим, что существуют два различных натуральных числа p и q, такие что  
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  – целое число. При этом можно считать, что числа p и q взаимно простые (иначе обе дроби можно сократить).
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– целое число. Отсюда q2 делится на p, а значит и q делится на p (так как p и q взаимно простые). Это возможно только если p = 1. Точно так же и q = 1, что

противоречит исходному предположению.

Пусть n > 2, тогда рассмотрим a1, a2, ... , an, равные соответственно 1, n – 1, (n – 1) 2, ... , (n – 1)n – 1. Тогда   
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 – целое. 
2. Ответ: нет, не всегда.

Смотрите решение задачи 4 из основного варианта для 8-9 классов.

3. Ответ: 59 ладей.

Смотрите решение задачи 3 из основного варианта для 8-9 классов.

4. Доказательство.  Очевидно, что условие задачи эквивалентно тому, что данную окружность можно разделить на три дуги так, чтобы разница между максимальной и минимальной суммой чисел на дуге не превосходила 1.

Разобьем окружность на три произвольные дуги A0, B0 и C0 (точки деления будем всегда выбирать так, чтобы эти точки не попадали на расставленные числа). 

Пусть суммы чисел на дугах равны a, b и c соответственно. Без ограничения общности можно считать, что a ≤ b ≤ c. Далее будем действовать следующим образом:

если c – a > 1, то сдвигаем границу между дугами A и C так, чтобы ровно одно число с дуги C перешло на дугу A. Пусть это число r. После нашей операции мы получили новые дуги A1, B1 и C1 с суммами a + r, b, c – r.

Заметим, что если a = b < c, то a < a + r, a = b, a < c – r, a + r < c (так как a + r < a + 1 < c), b < c, c – r < c, иначе (то есть если a < b ≤  c) a < a + r, a < b, a < c – r, a + r < c, b ≤ c, c – r < c. 

То есть в любом случае либо максимальное из чисел уменьшается, а минимальное не уменьшается, либо минимальное из чисел увеличивается, а максимальное нет. Следовательно, если разность между максимальной суммой и минимальной была больше

1, то ее всегда можно уменьшить. Но так как чисел у нас всего конечное число, то разница между этими суммами не может постоянно уменьшаться, а значит, наступит момент,  тогда она станет меньше 1.

5. Первое решение. Пусть I - точка пересечения биссектрис треугольника ABC;

положим: ( ACB = α. Тогда ( ABC = 2 α; ( CAB = 4 α, а следовательно α + 2 α + 4 α = 180(, то есть 7 α = 180(.

( СC1A = 180( – ( CAB – ( C1CA = 5 α /2; ( C1IA = 180( – ( IC1A – ( C1AI = 5 α /2,

а значит IA = C1A;

( AB1I = 180( – ( BAB1– ( B1BA = 2 α = ( IAB1, а значит IA = IB1;

( BIA1 = ( AIB1 = 180( – ( IAB1 – ( IB1A = 3 α, ( A1BA = 2 α = ( A1AB, следовательно AA1 = BA1 и ( AA1B = 3 α, а значит BA1 = BI.

Отметим на отрезке BI точку K так, чтобы ( KA1A был равен 2 α, тогда ( A1KI = 180( – ( KA1I – ( A1IK = 2 α, а значит A1I = KI и ( BKA1 = ( KA1I + ( KIA1 = 5 α,

следовательно, ( BA1K = 180( – ( A1BK – ( BKA1 = α, а следовательно, BK = A1K.

Докажем, что треугольник KA1B1 равен треугольнику ACA1 :  A1K = BK = BI – KI = BA1 – KI = A1A – KI = A1A – A1I = AI = AC, KB1 = KI + IB1 = A1I + IB1 = A1I + IA = A1A.

( A1KB1 = 2 α = ( C1AA1, следовательно треугольники равны по двум сторонам и углу между ними, а следовательно A1B1 = A1C1.
Второе решение. Опишем вокруг треугольника ABC окружность. Углы нашего треугольника равны 4 · 180(/7, 2 · 180(/7 и 180(/7; поэтому, разделив окружность на 7 равных дуг, начиная с точки A, мы получим вписанный в окружность правильный  семиугольник ABXYZCT.
Так как AA1 – биссектриса угла BAC, то она проходит через точку Y – середину дуги BC. Аналогично, BB1 – биссектриса угла ABC, а значит проходит через точку T –
середину дуги AC.

Из симметрии очевидно, что BA1 = AA1 и YA1 = CA1, а следовательно при повороте вокруг точки A1 на ( BA1A точка B перейдет в точку A, а точка С в точку Y (так как ( BA1A = ( CA1Y). Кроме того, прямая BA перейдет в прямую AC (так как ( A1BA = 2 · 180(/7 = ( A1AC), а прямая С1С – в прямую B1Y (так как ( BCC1 = 180(/14 = ( AYB1, первое равенство верно, ввиду того, CC1 – биссектриса угла ACB, второе – ввиду того, что YB1 – биссектриса угла AYT из симметрии). А следовательно точка пересечения прямых BA и CC1 (то есть точка C1) перейдет в точку пересечения прямых AC и YB1 (то есть в точку B1). Но тогда отрезок A1C1 перейдет в отрезок A1B1, то есть A1C1 = A1B1.

6. Ответ: (20052 + 20032 + 20022 + ... + 22 + 12 +12)/2=1342355520.

Решение.  Заметим, что при наших операциях сумма квадратов всех чисел всегда увеличивается на 2. Действительно, если мы записываем две единицы, то наше утверждение очевидно, если же мы стираем два одинаковых числа (n и n), и записываем n –1, n +1, то сумма квадратов снова увеличивается на 2, так как (n –1)2 + (n +1)2 = n2 + 2n + 1 + n2 – 2n + 1 = n2 + n2 + 2. Следовательно, сумма квадратов всех чисел всегда четное число.

Докажем, что если мы получили число 2005 за минимальное количество операций, то на доске также присутствуют числа 2003, 2002, ... 2, 1.

Предположим противное: пусть число n < 2004 отсутствует на доске. (Заметим, что каждое число меньшее 2005 должно было появиться на доске, так как если n не появлялось на доске, то на доске так же не появлялись числа n+1, n+2, ... 2005 –
противоречие).

Рассмотрим момент, когда n последний раз было стерто. Тогда в этот самый момент должны были появиться числа n+1 и n –1. Но в силу того, что количество операций минимально, можно утверждать, что либо n +1 = 2005, либо n +1 будет использоваться в дальнейшем. В первом случае n = 2004, а во втором при использовании числа n+1 число n снова появится на доске – противоречие.

Отметим, что помимо чисел 2005, 2003, 2002, ... 2, 1 на доске должно присутствовать еще хотя бы одно ненулевое число. Это следует из того, что (по формуле n2 + ... + 22 + 12 = n(n +1)(2n +1)/6), 20052 + 20032 + ... + 22 + 12 = (20052 + 2003 · 2004 · 4007)/6 = 20052 + 2003 · 334 · 4007 – нечетное число, а нами было отмечено, что сумма квадратов всех чисел, находящихся на доске - четное число.

Докажем утверждение. На доске можно получить числа (и больше на доске не будет ненулевых чисел) 
n, n – 2, ..., 3, 2, 1 при n = 4k + 2, 4k + 3  и

n, n – 2, ... , 3, 2, 1, 1 при n = 4k, 4k + 1

Доказательство методом математической индукции:

При n =1 утверждение верно (1, 1 после первого хода).

Пусть утверждение верно для n = k, докажем его для n = k+1. (Рассмотрим только случай k = 4l, так остальные случаи абсолютно эквивалентны данному).

По предположения индукции мы можем получить набор 4l, 4l–2, ..., 2, 1, 1. Далее сотрем две "1" и напишем "2","0", затем сотрем две "2" и напишем "3","1", затем "3","3" заменяем на "4","2", ..., "4l–2","4l–2" заменяем на "4l–1","4l–3". В этот момент на доске будут числа 4l, 4l–1, 4l–2, ..., 3, 2, 1.

Теперь напишем две "1" на доске и произведем те же действия: "1","1" заменяем на "2","0"; "2","2" заменяем на "3","1"; ..., "4l", "4l" заменяем на "4l + 1","4l–1". После этого на доске (из ненулевых чисел) останутся только 4l + 1, 4l–1, 4l–2, ... 3, 2, 1, 1.

Заметим, что ввиду того, что после каждой операции сумма квадратов всех чисел увеличивается на 2, количество операций, которое необходимо для получения чисел

2005, 2003, 2002, ... 2, 1, 1, равно (20052 + 20032 + 20022 + ... + 22 + 12 + 12)/2

= (20052)/2 + (200320044007+1)/12.
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