Решения задач 27-го Международного математического Турнира Городов

Осень 2005 г. Тренировочный вариант

6-7, 8’(12-летняя система обучения) классы

1. Ответ: а) нет, необязательно; б) да.

Решение. Пусть исходные числа, последовательно стоящие в вершинах квадрата: a, b, c, d. После первой операции в соответствующих вершинах будут стоять числа: 
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 в вершинах, соединенных одной диагональю, и 
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 ( другой). После второй операции числа в вершинах поменяются так: 
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. Очевидно, что далее числа в вершинах квадрата будут меняться так же, как указано выше, т.е. после каждой нечетной операции как после первой, после четной – как после второй.        
Поэтому для пункта а) будем иметь:  а = 
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= d,   т.е.  возможно,  что  

а = с и b = d, но  а ( b. Например: а = с = 1, b = d = 0. 

Для пункта б) получаем:  a  = 
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 =  d,  откуда следует,  что   а = с   и 

а = с = b = d.
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2. Ответ: 64 клетки.

Решение. Легко заметить, что если в начале фигура стоит на центральной клетке, то она вообще не имеет ни одного хода. Если же она стоит на центральной горизонтали или на центральной вертикали, то не сможет сойти с них, или, наоборот, попасть на них с любой другой клетки доски. Но все остальные клетки (а их 64) обойти можно.  Порядок обхода указан на рисунке.

Обратите внимание на порядок обхода каждой горизонтали и порядок перехода с одной горизонтали на другую.  


3. Ответ: а) 0; б) 18; в) 0 и 26.


Решение: 3а) Есть рассадка, при которой не исполнится ни одного желания. Пронумеруем места от 1 до 30. Известно, что если у человека имя отлично от «Боря» или «Лёня», то нет человека, который совпадает с ним по имени. Следовательно, человек, сидящий рядом с таким «не Борей и не Лёней», не может быть среди людей, желание которых исполнилось. Рассадив их за места с номерами 2, 5, 8, 11, 14, 17. 20, 23, 26, 29, Борь за места 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, а Лёнь – за места 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, получим:
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Ни одного желания не исполнилось.


3б) В пункте а) было доказано, что любой, кто будет соседствовать с «не Лёней и  не Борей», уже не может надеяться на то, что его желание исполнится. Значит, чтобы число исполненных желаний было наибольшим, нужно всех «не Лёнь и не Борь» посадить друг рядом с другом

	
	
	
	
	
	Л
	Б
	Л
	Б
	Л
	Б
	Л
	Б
	Л
	Б
	
	
	
	

	
	
	
	Б
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Л
	
	

	
	
	Л
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Б
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Б
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Л

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	Л
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Б
	

	
	
	
	Б
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Л
	
	

	
	
	
	
	
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	×
	
	
	
	


Здесь исполнятся желания всех, кто не сидит рядом с «не Борей и не Лёней», а, если хоть кто-нибудь сядет здесь между «не Борями и не Лёнями», то они (т.е. «не Боря и не Лёня») расширят область своих действий с 12 человек до 13 или даже больше. Итак, 18 желаний – наибольшее (расположение см. на рис.).

3в) Есть расположение для нуля исполненных желаний.
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Будем пытаться «выполнить как можно больше желаний». Есть вариант для 26 желаний.
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× - желание не исполнено.

Докажем, что большего добиться мы не сможем. «Закрасим» некоторые места:

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Разобьём стол на два «цикла»:

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Поработаем над каждым циклом в отдельности. Если там, хотя бы в одном месте соседствуют люди с разными именами, то за столом это означает неисполнение одного желания человека, который сидит между вышеупомянутыми «цикловыми соседями». Нужно добиться того, чтобы в каждом цикле было как можно меньше соседей с разными именами. Но мест в цикле 15, а группа людей с одинаковыми именами не превышает 10 человек. То есть в каждом цикле появятся люди (не менее двух), которые будут отличаться по имени по крайней мере с одним соседом. Это исключит исполнение двух желаний людей из другого цикла. Таким образом, два «плохих» соседства в каждом цикле будет разрушать возможность исполнения как минимум двух желаний из другого цикла. То есть как минимум по два «плохих» соседства в каждом цикле будет разрушать возможность исполнения как минимум двух желаний из другого цикла. Поэтому как минимум по 2 желания из каждого цикла провалится. Итак, больше 26 желаний не исполнится. Вариант для 26 желаний приведен.

4. Ответ: да.

Для решения задачи необходимо применить признаки делимости на 8 и на 9.

Признак делимости на 8 формулируется аналогично признакам делимости на 2  и на 4. Нужно только вспомнить, что 1000 делится на 8, и догадаться рассмотреть делимость на 8 числа, составленного из трех последних цифр исходного числа.

Для применения признака делимости на 9 нужно найти сумму всех цифр получающегося 180-значного числа. А для этого достаточно заметить, что среди чисел от 10 до 99 каждая цифра (1, 2, 3, …, 9) встречается ровно 19 раз. Поэтому сумма всех цифр будет равна  (1 + 2 + 3 +…+ 9) ( 19 = 45 ( 19 = 855  и очевидно делится на 9.

Таким образом, получающееся число всегда делится на 9. Осталось расставить двузначные числа так, чтобы в конце оказались три цифры, образующие число, делящееся на 8, например, так: .…..1016   (вместо многоточия ставят в любом порядке все двузначные числа, кроме 10 и 16,  а подчеркнутая часть – число 016, которое делится на 8).

5. Ответ: 
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 Решение. Очевидно, что 
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 (иначе сумма длин трех получившихся отрезков меньше 1). 

Пусть длины этих отрезков (в порядке возрастания) 
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. В то же время при любых а из интервала [1/3; 1/2)  и отрезков с длинами 
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 будут выполняться все условия, обеспечивающие возможность построения треугольника (т. е. 
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Осень 2005. Основной вариант.

6-7, 8'(12-летняя система образования) классы

1. Решение. Решающая идея: ответ четвертого мудреца означает, что на ком-то из первых трех обязательно есть черная шляпа (иначе такая шляпа точно была бы на четвертом); ответ третьего мудреца означает, что черная шляпа на ком-то из первых двух, а ответ второго – что черная шляпа  на первом мудреце.

2. Ответ: а) да; б) да.

Для решения пункта а) достаточно заметить,  что  для чисел вида   
[image: image26.wmf]abba

  (а = 1, 2,…, 9, 

b = 0, 1,  2, …,  8) легко образовать необходимые пары (
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,
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+110), а их 81, т.е. больше 25.

Решение пункта б) см. решение задачи 1 из 8-9 классов.

3. Ответ: а) да; б) нет.

Решение.  Вместо того, чтобы говорить о банках и количества варенья в них будем говорить о числах. Применим метод крайнего. Если бы была всего одна банка с 1 л варенья или две банки, в которых 1 л и 2 л, то Карлсон очевидно не смог бы съесть все варенье. Если банки три, то Карлсон будет действовать так: (1, 2, 3) ( (0, 2, 2) ( (0, 0, 0). Если 4, то (1, 2, 3, 4) ( (1, 1, 3, 3) ( (0, 0, 3, 3) ( (0, 0, 0, 0). Здесь можно заметить  следующие идеи.

1) На каждый завтрак Карлсон съедает четное число литров, поэтому, если изначально общее количество варенья выражается нечетным числом, то Карлсон не сможет съесть все варенье. То есть останется по крайней мере 1 л. 

2) Вторая идея. Четность общего числа литров зависит не от четности исходного числа банок (четное или нечетное), а зависит от остатка при делении на 4. А именно: если исходное число банок 4n+1 или 4n+2, то сумма нечетна, а если 4n+3 или 4n+4 = 4(n+1), то – четна. 

Отсюда ответ на пункт б) задачи:  так как 29 = 4(7+1 и сумма 1+2+3+…+29 = (1+29)+(2+28)+…+(14+16)+15=14(30+15 – нечетное число, то в этом случае ответ – нет. 

3) Для случая 27 банок (или 4(6+3) однако недостаточно знать, что сумма всех объемов четна (1+2+…+27=(1+27)+(2+26)+…+(13+15)+14), нужно для гарантии предложить,  план действий Карлсона (алгоритм). Но здесь помогает третья идея – разбиение всех банок на группы: в одной группе три банки, а в остальных по четыре. Например, (1, 2, 3), (4, 5, 6, 7), …, (24, 25, 26, 27). Как действовать с каждой группой, показано в начале решения (например: (n, n+1, n+2, n+3)((n, n, n+2, n+2)((0, 0, n+2, n+2)((0, 0, 0, 0)). 
4. Ответ: б) нет; в) нет.

Решение. Заметим, что для того, чтобы из трех различных чисел, взятых из указанного набора, составить сумму, являющуюся простым числом, нельзя брать только нечетные числа (1 + 2 + 3 = 9 – не простое число), а также только четные числа или два нечетных числа и одно четное (тогда сумма – четное число, большее двух). Поэтому для решения задачи нужно так размещать числа, чтобы в вершинах всех заштрихованных треугольников стояло по одному нечетному числу и по два четных. А это возможно только если в вершинах внутреннего (незаштрихованного) треугольника стоят числа 2, 4 и 6 (в любом порядке). Теперь легко решаются все пункты задачи. 
	а) См. рисунок.  

б)  Сумма чисел в вершинах внутреннего треугольника равна 12 – не простое число.

в) Несложный перебор показывает, что расставить числа так, чтобы все четыре суммы были простым числом, нельзя.

 
	[image: image29.png]





5. Ответ: может.

Первое решение. Заметим, что 76 чисел, стоящих в натуральном ряду от 1 до 76, легко разбить на пары: 1 и 76, 2 и 75, 3 и 74, …, 38 и 39, такие, что все суммы чисел во всех парах  равны и всего пар четное количество (а именно 38). Аналогично для чисел от 78 до 101 можно составить 12 пар чисел с одинаковыми суммами: 78 и 101, 79 и 100, …, 89 и 90. Отсюда идея: второму игроку нужно поставить число 77 на первое место (перед ним нет знака «минус»), а остальные расставлять так, чтобы все числа из половины пар каждой группы имели знак «плюс», а из другой половины каждой группы знак «минус». Тогда все суммы 1+76, 2+75, 3+74, …, 38+39 и 78+101, 79+100, …, 89+90 дадут в результате 0 и останется 77.

Второе решение. Заметим, что сумма всех нечетных чисел в ряду от 1 до 101 равна: 

1+3+5+…+99+101 = (1+101)+(3+99)+(5+97)+…+(49+53)+51 = 25(102+51 = 50(51+51 = 51(51,

а сумма всех четных:

2+4+6+…+100 = (2+100)+(4+98)+…+(50+52) = 25(102 = 50(51.

Если, как в первом решении, поставить число 77 на первое место, а остальные предварительно поставить так, что все нечетные числа будут иметь знак «плюс», а все четные – знак «минус», то значение полученного выражения окажется равным 51(51 ( 50(51 = 51. Для того чтобы получить 77, нужно увеличить это значение на 26. Этого можно достигнуть, уменьшив сумму четных чисел на 13 и одновременно увеличив сумму нечетных чисел на 13. Поменяв в предварительной расстановке местами числа 1 и 14, получим: 

(51(51 – 1 + 14) –  (50(51 + 1 – 14) = 51 – 2 + 28 = 77.

Отсюда стратегия второго игрока: все нечетные числа, кроме 1, и число 14 нужно ставить в клетки со знаком «плюс», все четные числа, кроме 14, и число 1 – в клетки со знаком «минус».

6. См. решение задачи 3 из основного варианта для  8-9 классов.
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