Решения задач
29-го Международного математического Турнира городов

2007/08 учебный год

Осенний тур

Помещая на нашей Интернет-странице решения задач осенних туров 29-го Международного математического Турнира Городов отметим следующее:

1. Прежде всего, подчеркнем авторство Центрального Жюри Турнира (Московский центр непрерывного математического образования) всех задач вариантов для 9-10( и 10‑11 классов. Варианты для самых младших (6-7-х) классов составлены Минским жюри Турнира, в определенной мере опиравшемся на задачи более старших классов, при необходимости упрощая их или меняя формулировку. Задачи основного варианта младших классов содержат как очень сложные (учитывая специфику основного варианта для всех классов, а также то, что этот вариант писали 8-классники, среди которых были, в частности, участники 3-го и 4-го (заключительного) этапа республиканских олимпиад), так и сравнительно легкие – для того, чтобы их могли решить 6-7-классники.

2. Составляя подборку решений, Минское жюри отобрало ряд наиболее интересных решений, придуманных белорусскими школьниками (красивых, коротких или содержащих какие-либо неожиданные идеи); часть решений было написано членами Минского жюри исходя из методических целей обучения решению нестандартных задач. Для проведения Турнира в г. Минске это было необходимо в связи с тем, что авторские решения (от Центрального Жюри) поступили к нам из Москвы только лишь 21 ноября.

Все это сказалось на окончательном выборе представленных здесь решений. Зачастую дается несколько решений одной и той же задачи, отражающих разные идеи или подходы к их поиску. В каждом случае мы делаем ссылку на автора решения: Фамилия Имя учащегося, класс и школа, где он обучается, либо «Минское жюри», либо «Центральное жюри». 

Тренировочный вариант,  6-7-(5) классы

1.1. а) Какое наибольшее число белых и чёрных фишек можно расставить на доске 6(6 так, чтобы на любой горизонтали и на любой вертикали белых фишек было ровно в два раза больше, чем чёрных? (Каждая фишка занимает отдельную клетку.)   

       б) Та же задача для обычной шахматной доски 8(8.

Ответ: а) 24 и 12;  б) 32 и 16.

Решение. (Минское жюри).  В обоих случаях поможет метод крайнего. В а) рассмотрим сначала доску 
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, на которой расставить шашки требуемым образом легко (рис.1а)
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Расстановка на доске 
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 получается  с четырёхкратным повторением маленькой доски (рис.1б). Максимальность числа фишек здесь очевидна.

б) Рассмотрим сначала доску 
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. Необходимая расстановкафишек получается несложным преобразованием доски 
[image: image4.wmf]3
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(рис.1а и 2а).
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Расстановка на доске 
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 получается повторение доски 
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(рис. 2б). Получилось 32 белые и 16 черных фишек, т.е. всего 48. Максимальность числа фишек сразу следует из того, что во всех 8 горизонталях не может быть больше шести фишек (четырех белых и двух черных).

1.2. а) Натуральное число называют палиндромом, если оно симметрично относительно своей середины. Например, 121, 14341. Легко найти много пар палиндромов, содержащих одинаковое число цифр, сумма которых снова является палиндромом, например: 121 + 343 = 464. Докажите, что существует пара палиндромов с разным количеством цифр, сумма которых является палиндромом.

б) Докажите, что существует 100 таких пар.  

Решение. (Минское жюри).  Пример 1 (для случая, когда однозначные числа  считаем палиндромами):
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Более содержателен пример 2:


[image: image8.wmf] т.д.

и

200002

12221

187781

20002

1221

18781

2002

121

1881

=

+

=

+

=

+


1.3. В таблицу 7(7 вписали числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, каждое по 7 раз. Оказалось, что сумма чисел над главной диагональю в три раза больше суммы чисел под этой диагональю. Найдите число, вписанное в центральную клетку таблицы.

Ответ: число 4.

Решение. (Минское жюри).  Условие  задачи подсказывает, что на диагонали должны стоять одинаковые числа. Расставив на ней семь чисел 4, под ней все 1, 2 и 3 (по семь раз), а над ней 5, 6 и  7 (по семь раз) получим, что под диагональю будет наименьшая возможная сумма: 
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(из всех возможных расстановок), а под диагональю – наибольшая: 
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. Наибольшая сумма ровно в 3 раза превосходит наименьшую. Отсюда в частности следует, что любые перестановки чисел, меняющее их расположение в описываемых частях таблицы на, над или под диагональю нарушат условие «в три раза» (увеличив наименьшую или уменьшив наибольшую из сумм). Поэтому на диагонали и, в том числе, в центральной клетке может быть только число 4.

1.4. На бумажке записаны 1 и некоторое нецелое число x. За один ход разрешается записать на бумажку сумму или разность любых двух уже записанных чисел или записать число, обратное к какому-нибудь из уже записанных чисел. Можно ли за несколько ходов получить на бумажке число x2?

Решение.  (см. решение задачи №2  для 8-9-10` классов или №2  для 10-11 классов)

1.5. Фокусник с завязанными глазами выдает зрителю шесть карточек с номерами от 1 до 6. Зритель прячет две карточки, а остальные отдает ассистенту фокусника. Ассистент указывает зрителю на две из них, и зритель называет номера этих карточек фокуснику (в том порядке, в каком захочет). После этого фокусник угадывает номера карточек, спрятанных у зрителя. Как фокуснику и ассистенту договориться, чтобы фокус всегда удавался?

Решение. аналогично первому решению задачи № 5  для 8-9-10’ классов .

Основная идея решения: установить взаимно-однозначное соответствие между множеством возможных пар карточек выбираемых зрителем и множеством пар карточек, на которые может указать ассистент. Вот один из вариантов соответствия. Расположим карточки на окружности (рис.3), и будем считать, что за карточкой 5 идет карточка 1. 

Для описания соответствия рассмотрим два случая. 

1) Зритель выбрал (и спрятал) соседние карточки ((1;2), (2;3), (3;4), (4;5) или (5;1), тогда ассистент укажет на следующие за ними соседние корточки (соответственно (3;4), (4;5), (5;1), (1;2) или (2;3)). По этому указанию фокусник поймет, что выбранные зрителем карточки соседние и идущие как раз «перед».

2) Зритель выбрал не соседние карточки ((1;3), (1;4), (2;4), (2;5) или (3;5)); тогда ассистент укажет на две карточки с номерами на единицу больше выбранных (соответственно: (2;4), (2;5), (3;5), (3;1) или (4;1)). Фокусник поймет, что выбранные зрителем карточки не соседние и легко узнает какие именно.

Такой тип соответствия легко строится для любого количества карточек.

Тренировочный вариант,  8-9-10´ классы

2.1. Какое наибольшее число белых и черных фишек можно расставить на шахматной доске так, чтобы на любой горизонтали и на любой вертикали белых фишек было ровно в два раза больше, чем черных?

Ответ. 48 фишек.

Решение. (Центральное жюри).  Число фишек на каждой вертикали кратно 3, значит, их не больше 6, а на всей доске – не более 48. Пример расстановки 48 фишек: 32 белые фишки ставим на белые поля, а 16 черных – вдоль главной «черной» диагонали и вдоль двух параллельных диагоналей «длины» 4.
(См. также на решение задачи № 1 для учащихся 6-7 классов)
2.2. На бумажке записаны 1 и некоторое нецелое число x. За один ход разрешается записать на бумажку сумму или разность каких-нибудь двух уже записанных чисел или записать число, обратное к какому-нибудь из уже записанных чисел. Можно ли за несколько ходов получить на бумажке число x2?
Решение. (Центральное жюри). Можно. Например, так (числа записаны в порядке их появления):
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.
(См. также на решение задачи № 2 для учащихся 10-11 классов)

2.3. Середина одной из сторон треугольника и основания высот, опущенных на две другие стороны, образуют равносторонний треугольник. Верно ли, что исходный треугольник тоже равносторонний?
Ответ: неверно.

Первое решение. (Центральное жюри). Рассмотрим произвольный остроугольный треугольник ABC, где (B = 60(. Пусть AH и CK – высоты, M – середина AC. В прямоугольных треугольниках AHC и AKC медианы HM и KM равны половине гипотенузы, поэтому треугольники CMH и AMK равнобедренные. Угол AMH – внешний угол треугольника CMH, и значит равен 2(C, а угол CMK – внешний угол треугольника AMK, и значит равен 2(A, откуда 
(HMK = (AMH + (CMK – 180( = 2((A + (C) – 180( = 2∙120( – 180( = 60(.
Второе решение. (Центральное жюри). На полуокружности с диаметром AC и центром M отметим точки K и H так, чтобы дуга KH составляла 60(и прямые AK и CH пересекались вне полукруга. Пусть B – точка пересечения этих прямых. Тогда K и H – основания высот треугольника ABC (лежащие на его сторонах), треугольник KMH равносторонний, а треугольник ABC – нет (если прямая KH не параллельна AC).
Третье решение. (Худякова Палина, 9 класс, сш № 41) Построим контрпример: (рис.4)
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Докажем, что 
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 не является высотой треугольника 
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 не является равнобедренным.

Четвертое решение. (Минец Александр, 10` класс, сш   №41). Рассмотрим 
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 такой, что 
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 - равносторонний. Рассмотрим 
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 (медиана, проведенная к гипотенузе, равна половине гипотенузы) 
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 – равносторонний. Заметим, что 
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 – не равносторонний, но, проделав операции указанные в условии, мы получаем равносторонний треугольник, следовательно, исходный треугольник не всегда равносторонний, следовательно, утверждение неверно.
2.4. В таблицу 29(29 вписали числа 1, 2, 3, ..., 29, каждое по 29 раз. Оказалось, что сумма чисел над главной диагональю в три раза больше суммы чисел под этой диагональю. Найдите число, вписанное в центральную клетку таблицы.

Ответ. 15. 
Решение. (Аналогично решению задачи № 3 для учащихся 6-7 классов)
2.5. Фокусник с завязанными глазами выдает зрителю 5 карточек с номерами от 1 до 5. Зритель прячет две карточки, а три отдает ассистенту фокусника. Ассистент указывает зрителю на две из них, и зритель называет номера этих карточек фокуснику (в том порядке, в каком захочет). После этого фокусник угадывает номера карточек, спрятанных у зрителя. Как фокуснику и ассистенту договориться, чтобы фокус всегда удавался?
Первое решение. (Минское жюри). Основная идея решения: установить взаимно-однозначное соответствие между множеством возможных пар карточек выбираемых зрителем и множеством пар карточек, на которые может указать ассистент. Вот один из вариантов соответствия. Расположим карточки на окружности (рис.6), и будем считать, что за карточкой 5 идет карточка 1. 

Для описания соответствия рассмотрим два случая: 

1) Зритель выбрал (и спрятал) соседние карточки ((1;2), (2;3), (3;4), (4;5) или (5;1), тогда ассистент укажет на следующие за ними соседние корточки (соответственно (3;4), (4;5), (5;1), (1;2) или (2;3)). По этому указанию фокусник поймет, что выбранные зрителем карточки соседние и идущие как раз «перед».

2) Зритель выбрал не соседние карточки ((1;3), (1;4), (2;4), (2;5) или (3;5)); тогда ассистент укажет на две карточки с номерами на единицу больше выбранных (соответственно: (2;4), (2;5), (3;5), (3;1) или (4;1)). Фокусник поймет, что выбранные зрителем карточки не соседние и легко узнает какие именно.

Такой тип соответствия легко строится для любого количества карточек.
Второе решение. (Центральное жюри). Занумеруем вершины правильного пятиугольника числами от 1 до 5. Отрезками назовем его стороны и диагонали. Пара карточек, спрятанных зрителем, соответствует одному из отрезков. Среди трех карточек у ассистента есть пара, соответствующая параллельному отрезку. Ее он и называет фокуснику.

Тренировочный вариант, 10-11 классы

3.1. На экране компьютера стоят в ряд 200 человек. На самом деле эта картинка составлена из 100 фрагментов (маленьких картинок), на каждом – пара: взрослый и ребенок пониже ростом. Разрешается в каждом из фрагментов изменить масштаб, уменьшив при этом одновременно рост взрослого и ребенка в одинаковое целое число раз (масштабы разных фрагментов можно менять независимо друг от друга). Докажите, что можно добиться, чтобы на общей картинке все взрослые были выше всех детей. 

Первое решение. (Центральное жюри). Для каждой маленькой картинки зафиксируем рациональное число, большее роста ребенка, но меньшее роста взрослого. Представим эти числа в виде обыкновенных дробей и приведем их все к общему знаменателю. Теперь уменьшим размеры каждой маленькой картинки в число раз, равное числителю соответствующей ей дроби.

Второе решение. (Минское жюри). Применим метод кратного, в том смысле, что решим задачу сначало для двух картинок, а затем распространим решение на 100 картинок. Итак, пусть есть две картинки, на одной взрослый и ребёнок, рост которых 
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 (в этом легко убедится, рассмотрев на числовой оси точки с координатами 
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Обозначим теперь 
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 и вместе с неравенством 
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 (взрослый и ребенок на третьей картинке). Как и в первом случае найдутся 
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  и таким образом, задача решена для первых трех картинок, причем изменения масштабов для этих трех картинок будет равны: 
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 соответственно. Осталось такую процедуру повторить 97 раз.
3.2. На бумажке записаны три положительных числа x, y и 1. За один ход разрешается записать на бумажку сумму или разность каких-нибудь двух уже записанных чисел или записать число, обратное к какому-нибудь из уже записанных чисел. Можно ли за несколько ходов получить на бумажке

a) [2] число x2?   б) [2] число xy?

Первое решение. a) (Центральное жюри). (См. на решение задачи №2 для учащихся 8-9-10` классов)
б) Разделим одно из чисел на 2: 
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. Или так: получаем число 
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, а затем два раза делим его пополам.
Второе решение. (Минское жюри). а) Запишем порядок действий и числа появляющиеся на доске (их не стирают и они могут появляться дважды, трижды и т.д.):
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б) Воспользуемся результатами пункта а): 
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. Пусть это число записано четыре раза, тогда: 
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3.3. Дана прямая и две точки A и B, лежащие по одну сторону от этой прямой на равном расстоянии от нее. Как с помощью циркуля и линейки найти на прямой такую точку C, что произведение AC(BC будет наименьшим?

Решение. (Центральное жюри). Площадь треугольника ACB не зависит от C: основание AB и опущенная на него высота постоянны. С другой стороны, эта площадь равна  1/2 AC(BC(sin (ACB.  Поэтому наименьшему произведению AC(BC соответствует наибольший синус угла ACB.

Построим окружность с диаметром AB. Если она пересекает нашу прямую l в двух точках P и Q, то эти точки – искомые  (sin (APB = sin (AQB = 1).  В противном случае искомая точка C – пересечение l с серединным перпендикуляром к отрезку AB (из этой точки отрезок AB виден под наибольшим нетупым углом, поскольку остальные точки прямой лежат вне проходящей через точки A, B и C окружности).
3.4. Фокусник с завязанными глазами выдает зрителю 29 карточек с номерами от 1 до 29. Зритель прячет две карточки, а остальные отдает ассистенту фокусника. Ассистент указывает зрителю на две из них, и зритель называет номера этих карточек фокуснику (в том порядке, в каком захочет). После этого фокусник угадывает номера карточек, спрятанных у зрителя. Как фокуснику и ассистенту договориться, чтобы фокус всегда удавался?
Решение. (Аналогично первому решению задачи № 5 для 8-9-10` классов).
3.5. Квадрат со стороной 1 см разрезан на три выпуклых многоугольника. Может ли случиться, что диаметр каждого из них не превосходит

а) 1 см;   б) 1,01 см;   в) 1,001 см?

Решение. (Центральное жюри). а) Нет. В один многоугольник попадут две вершины квадрата, скажем A и B. Остальные точки отрезка AD удалены от B на расстояние больше 1, поэтому они находятся вне этого многоугольника, следовательно, A лежит на границе двух многоугольников (первого и второго). Аналогично B лежит на границе первого и третьего многоугольников (B не может принадлежать второму). Но тогда середина K стороны CD не может принадлежать ни одному из многоугольников. Противоречие. 
б) Да. См. рис.7: O – центр квадрата ABCD, K – середина стороны CD,  AE = BF = 0,14.
AF = 

 < 1,01,  EK = 

 < 1.
в) Нет. Предположим нам удалось разрезать квадрат на три многоугольника M1, M2, M3 нужных диаметров. Пусть вершины A и B принадлежат M1. Отложим на стороне AD отрезок  AG = 0,05,  а на стороне BC – отрезок  BH = 0,1.  Точки G и H не могут принадлежать M1, поскольку  AH > BG = 

 > 1,001. Пусть G принадлежит многоугольнику M2. Тогда H принадлежит M3 (HG = BG > 1,001). Тогда середина K стороны CD не может принадлежать ни одному из многоугольников:  AK > GK > HK = 

 = 

 > 1,001.  Противоречие.
Авторское решение задачи:
Ответ: а, в – невозможно, б – возможно. 

Для начала заметим, что если бы частей было не 3, а 4, то не представляло бы труда разрезать квадрат на части диаметром d < 0,75. Поскольку частей только 3, какие-то две вершины лежат в одном многоугольнике, и его диаметр не меньше 1. 

Улучшаема ли эта оценка? Если даже «совсем грубо» разрезать квадрат на три равных прямоугольника размеров 1х(1/3), то диаметр d каждой части будет меньше 1,1 (d = (1+1/9) 1/2 < 1+1/18)<1,1). Здесь и далее мы пользуемся неравенством (1+x) 1/2 < 1 + x/2. 

Разбивать на прямоугольники диаметром меньше 1,01 надо немного аккуратнее. Разрежем квадрат, как оконную раму: сверху отрежем «форточку» ширины a, а оставшуюся часть разрежем пополам. Получены три прямоугольника: один размером 1xa, и два размером ½x(1-a). Предположим, что их диаметры равны (интуитивно понятно, что этот вариант наилучший; доказать это нетрудно, но нам в этом нет нужды). Тогда 1+a2 = (½)2+(1-a)2, откуда a=1/8, и d2 = [1+(1/8)2] = [(½)2+(7/8)2] = 65/64, d = (1+1/64)2 < 1+1/128 < 1,01.
Остается доказать, что диаметр одного из многоугольников больше 1,001 (п. в, из которого, конечно, следует п. а). Пусть А(0,0), В(0,1), С(1,1), D (1,0) – вершины квадрата, и пусть вершины А, B лежат в первой части разбиения. Рассмотрим точки E (0, 1/20), F(1/10, 0) и G (1, ½). Легко видеть, что расстояние между любыми из этих точек больше 1,001. Если диаметр каждой части не больше 1,001, то они лежат в разных частях, т.е. одна из них также лежит в первой части. Но расстояние от этой точки либо до А, либо до В опять-таки больше 1,001. 

Основной вариант, 6-7-8 классы

4.1. Определите угол между часовой и минутной стрелкой, если часы показывают 13.25.

Ответ: 107,5°.

Решение. (Минское жюри). Для определения угла между стрелками найдем углы между ними и направлением на 12 часов, и затем возьмем их разность. 
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 (рис.8). А для выполнения этих углов составим пропорции соответствия     углов и времени (в минутах). 

Для угла АОС: 
[image: image71.wmf]°

=

°

×

=

Ð

Þ

þ

ý

ü

-

°

-

Ð

150

60

360

25

60

360

25

AOC

мин

мин

AOC

.

Для угла АОВ: (часовая стрелка) 
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Таким образом: 
[image: image73.wmf]°

=

°

-

°

=

Ð

5

,

107

5

,

42

150

BOC

.
4.2. Определите делитель в такой схеме деления  
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Ответ: 12.

Решение. (Минское жюри). Важно отметить следующие три факта, которые определяются из схемы деления: 1) делитель – двузначное число (видно, что при умножении на некоторые цифры он дает трехзначный результат); 2) делитель не превосходит 12 (т.е. может быть равен 10, 11 или 12, что следует из умножения на 8 – это двузначное число); 3) делитель не может быть равен 10 или 11, ибо тогда при умножении на новое однозначное число ей давал бы в результате двузначное и никогда не давал бы трехзначное.  Тогда получаем единовременно возможный ответ: 12.
4.3. Можно ли из прямоугольников 1 ( 1, 1 ( 2, 1 ( 3, …, 1 ( 2007 составить прямоугольник, каждая сторона которого больше 1? Если да, то покажите как, если нет – докажите.
Ответ: можно.

Решение. (Минское жюри).
	1 x 2007

	1x1
	1 x 2006

	1 x 2
	1 x 2005

	1 x 3
	1x …

	…     …     …   …   …   …

	1 x 2003
	1 x 2004


Основной вариант, 9-10` классы

5.1. На стороне CD ромба ABCD нашлась такая точка K, что  AD = BK.  Пусть F – точка пересечения диагонали BD и серединного перпендикуляра к стороне BC. Докажите, что точки A, F и K лежат на одной прямой.

ABKD – равнобедренная трапеция. Точка G пересечения ее диагоналей лежит на серединном перпендикуляре к основанию AB. В силу симметрии ромба ABCD относительно диагонали BD, G лежит также на серединном перпендикуляре к BC, то есть совпадает с точкой F.

Примечание:  решение центрального жюри по сущности совпадает с 2-м, оно очень поможет и мы приводим его в       формулировки.
Первое решение. (Савицкий Станислав, 10` класс, сш № 41). Основная идея: точка пересечения 
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 и 
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 лежат на середине и перпендикуляре к 
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 – совпадают. Это будет в том случае, если 
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 – по двум сторонам и углу между ними 
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 – равнобедренная трапеция. 
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 – серединный перпендикуляр к 
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Второе решение. (Задворный Ярослав, 10` класс, сш № 41). Так как точка 
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 лежит на серединном перпендикуляре к стороне 
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Так как 
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Видим, что 
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 – вписанный четырёхугольник, т.е. 
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Кроме того, легко понять, что по симметрии 
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Третье решение. (Минское жюри). Пусть 
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 – точка  пересечения отрезков 
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 и 
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. Покажем, что 
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 равноудалена от точек 
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 и 
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, т.е. лежит на серединном перпендикуляре к отрезку 
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 и, значит, совпадает с точкой 
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Значит, что при симметрии относительно прямой 
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 ромба) отрезок 
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 переходит в отрезок 
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 будет общей точкой пересечения отрезков  
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Рассмотрим окружность с центром в точке 
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 радиуса 
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 до второго пересечения с этой окружностью в точке 
[image: image138.wmf]1

C

(рис. 11). Тогда 
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 - диаметр этой окружности, параллельный хорде 
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[image: image143.wmf]CKE

, где точка 
[image: image144.wmf]BD

E

Î

 является серединой дуги 
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, что и требовалось доказать.
5.2. a) Петя и Вася задумали по три натуральных числа. Петя для каждых двух своих чисел написал на доске их наибольший общий делитель. Вася для каждых двух из своих чисел написал на доске их наименьшее общее кратное. Оказалось, что Петя написал на доске те же числа, что и Вася (возможно в другом порядке). Докажите, что все написанные на доске числа равны.
б) Останется ли верным утверждение предыдущей задачи, если Петя и Вася изначально задумали по четыре натуральных числа?

a) Первое решение. (Минское жюри). Обозначим числа задуманные Васей 
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 числа записанные Васей на доске: 
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 Эти же числа являются НОК-ами чисел 
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 Для наглядности будем использовать среди Эйлера считая, что 
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 - это одновременно множество всех простых делителей числа 
[image: image157.wmf]1

a

, взятых столько раз, в какой степени они входят в разложение числа 
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(рис.12). Пусть (от противного) числа 
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 не равны между собой. Тогда существует простое число 
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, входящее в какое-то из 
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 в большей степени, чем в другие.
Пусть, например, 
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 является делителем 
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 и не является делителем 
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 не может быть делителем ровно двух чисел
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Однако то, что 
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 является делителем 
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 является делителем либо числа 
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 в одинаковых степенях, т.е.  
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б) Эта схема не проходит для четырех чисел, ибо если 
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 делит 
[image: image191.wmf]12

a
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 делит, к примеру 
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, что подтверждается примером: задуманные Васей числа:1, 2, 2, 2;задуманные Петей числа:1, 1, 1, 2; на доске будут записаны числа:1, 1, 1, 2, 2, 2.

a) Второе решение. (Центральное жюри). Выберем какой-нибудь простой делитель p задуманных Васей чисел. Пусть он входит в разложение этих чисел на простые множители в степенях a, b и c, где a ≤ b ≤ c. Тогда в разложение выписанных Васей наименьших общих кратных p будет входить в степенях b, с и c, то есть две наибольшие степени совпадают. Аналогично можно проверить, что среди выписанных Петей наибольших общих делителей совпадают две наименьшие степени p. Значит, совпадают все степени p в выписанных числах. Поскольку это верно для любого простого делителя, то совпадают все разложения на простые множители, а, значит, и все выписанные числа.
Третье решение. (Центральное жюри). Пусть Петя и Вася написали числа a, b и c. Попарные наибольшие общие делители этих чисел равны: это наибольший общий делитель d трех чисел, задуманных Петей. С другой стороны, каждый такой попарный делитель делится на одно из чисел, задуманных Васей. Значит, d делится и на наименьшее общее кратное задуманных Васей чисел, которое равно НОК(a, b, c). Следовательно,
НОК(a, b, c) = НОД(a, b, c), то есть a = b = c.
Замечание. Задуманные числа совпадать не обязаны, например у Васи задуманы 2, 3 и 6, а у Пети – 6, 12 и 18.
б) (Центральное жюри). Нет, не останется. Например, если Петя задумал числа 6, 10, 15, 30, а Вася – числа 1, 2, 3, 5, то оба выпишут наборы 2, 3, 5, 6, 10, 15. (Таких примеров сколько угодно: если Вася задумает четыре взаимно простых числа a,b,c,d, а Петя – их произведения по три штуки, то есть числа abc, abd, acd, bcd, то в итоге оба напишут наборы ab,ac,ad,bc,bd.)
5.3. Миша стоит в центре круглой лужайке радиуса 100 метров. Каждую минуту он делает шаг длиной 1 метр. Перед каждым шагом он объявляет направление, в котором хочет шагнуть. Катя имеет право заставить его сменить направление на противоположное. Может ли Миша действовать так, чтобы в какой-то момент обязательно выйти с лужайки, или Катя всегда сможет ему помешать?
Ответ. Может.
Решение. (Задворный Ярослав, 10` класс, сш № 41).  Пусть Миша, каждый раз делает шаг перпендикулярно диаметру поляны, на которой находится. О – центр поляны, М – местонахождение Миши, 
[image: image199.wmf]1
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 и 
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 - два возможных положения, которые занимает Миша следующим ходом (рис.13).

Так как оба этих положения симметричны, Кате безразлично, менять направление шага Миши или не менять.

Теперь докажем, что таким образом Мише удается уйти с поляны. Ведь уйти с поляны для Миши равнозначно оказаться от ее центра на расстоянии более 100 м. Тогда заметим, что если до очередного шага Миша был от центра поляны поляны на расстоянии 
[image: image201.wmf]a

 метров, то после он будет на расстоянии 
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 метра (по теореме Пифагора). Тогда:

после первого шага он будет на расстоянии 1 м от центра;

после второго - 
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после третьего - 
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после 10001-ого - 
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Таким образом Миша сможет покинуть поляну.

5.4. Дана клетчатая полоса 1(N. Двое играют в следующую игру. На очередном ходу первый игрок ставит в одну из свободных клеток крестик, а второй – нолик. Не разрешается ставить в соседние клетки два крестика или два нолика. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков может всегда выиграть (как бы ни играл его соперник)?

Решение. (Центральное жюри). При N = 1 выигрывает первый, в остальных случаях – второй. Его стратегия: первый ход сделать в крайнюю клетку, а дальше ходить как угодно. После k-го хода первого крестики делят полоску не менее чем на k частей, состоящих из пустых клеток и ноликов. Но к этому моменту выставлено лишь k–1 ноликов, значит, в одной из частей нолика нет, и туда можно сходить.
5.5. Дан набор из нескольких гирек, на каждой написана масса. Известно, что набор масс и набор надписей одинаковы, но возможно некоторые надписи перепутаны. Весы представляют из себя горизонтальный отрезок, закрепленный за середину. При взвешивании гирьки прикрепляются в произвольные точки отрезка, после чего весы остаются в равновесии либо отклоняются в ту или иную сторону. Всегда ли удастся за одно взвешивание проверить, все надписи верны или нет? (Весы будут в равновесии, если сумма моментов гирь справа от середины равна сумме моментов гирь слева; иначе отклонятся в сторону, где сумма больше. Моментом гири называется произведение ms массы гири m на расстояние s он нее до середины).

Ответ. Всегда.

Решение. (Центральное жюри). Мы будем использовать транснеравенство: если A1<…<An и B1(…(Bn, и C1,…,Cn. – любая перестановка чисел B1, …,Bn, то A1 C1+…+An Cn(A1 B1+…+An Bn, причем равенство достигается только в случае C1=B1,…,Cn=Bn.
Oтложим самую легкую гирю m. Остальные гири прикрепим слева от середины в разных точках, но чем больше масса, тем дальше от центра. Подсчитаем, в какую точку справа надо повесить гирю m, чтобы было равновесие (эта точка не выйдет за пределы отрезка, если гири слева прикреплять достаточно близко к его середине). Покажем, что если надписи перепутаны, то равновесия нет. Действительно, если перепутаны только массы слева, то суммарный момент слева стал меньше по транснеравенству. Если дополнительно поменять местами массу m с другой массой слева, то момент справа станет больше, а слева еще меньше.
Замечание. Можно обойтись и без транснеравенства. Подвесим гири m2, …, mn слева на расстояниях am2, …, amn от центра (константа a выбирается так, чтобы точка 
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 подвеса гири m не вышла за пределы отрезка). Пусть M2, …, Mn – перестановка гирь m2, …, mn. В силу неравенств  2miMi ( 
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a(m2M2 + … + mnMn)  не превосходит старый a(
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), причем равенство будет только, когда mi = Mi при всех i.

Замечания для знатоков. 1. Фактически в предыдущем замечании доказан частный случай неравенства Коши-Буняковского.

2. Вместо транснеравенства или неравенства Коши-Буняковского можно использовать неравенство Чебышева.

3. Можно обойтись вообще без неравенств. Нам надо показать, что существует решение уравнения  m1x1 + … + mnxn = 0  (*),  не являющееся решением ни одного из уравнений вида  M1x1 + … + Mnxn = 0  (*), полученных нетривиальными перестановками коэффициентов. Но пространство решений уравнения (*)  (n–1)-мерно, а пространство решений системы (*), (**)  (n–2)-мерно. Поскольку (n–1)-мерное пространство нельзя покрыть конечным числом (n–2)-мерных подпространств, искомое решение существует.
5.6. Фокуснику завязывают глаза, а зритель выкладывает в ряд N одинаковых монет, сам выбирая, какие – орлом вверх, а какие – решкой. Ассистент фокусника просит зрителя написать на листе бумаги любое целое число от 1 до N и показать его всем присутствующим. Увидев число, ассистент указывает зрителю на одну из монет ряда и просит перевернуть ее. Затем фокуснику развязывают глаза, он смотрит на ряд монет и безошибочно определяет написанное зрителем число.

a) Докажите, что если у фокусника с ассистентом есть способ, позволяющий фокус-нику гарантированно отгадывать число для  N = k,  то есть способ и для  N = 2k.

б) Найдите все значения N, для которых у фокусника с ассистентом есть способ.
Oтвет. б) N = 2m.
Решение. (Центральное жюри).  a) Мысленно расположив монеты в клетках доски 2(k, фокусник пишет под каждым столбцом из двух клеток O, если монеты там лежат одной стороной вверх, и P – если разными сторонами. Эта комбинация сообщает ему число n от 1 до k. Если в верхней строке четное число решек, он называет n, иначе n + k.
Пусть зритель назвал число m. Чтобы сообщить его, ассистент тоже мысленно пишет строку из O и P по тому же правилу. Он может изменить одну из букв, чтобы получить код, соответствующий числу m (при m ≤ k) или  m – k  (при m > k).  Для этого ему достаточно перевернуть любую из монет в соответствующем столбце. Выбором верхней или нижней монеты он обеспечивает нужную четность числа решек в верхней строке.
б) Первое решение. (Центральное жюри). При N = 1 «способ» очевиден. Из (a) следует, что последовательно удваивая, получим способы для каждого N вида 2m.
Пусть для какого-то N есть способ угадывания. Для угадывания те комбинации орлов и решек, которые ассистент в принципе может «выдать» фокуснику, должны быть разбиты на N групп: когда фокусник видит комбинацию из i-й группы, он называет число i.
Предположим, что 2N не делится на N. Так как всего комбинаций 2N, то в одной из групп (пусть j-й) находится d < 
[image: image212.wmf]N
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 комбинаций. Каждая комбинация j-й группы может быть получена изменением одного знака ровно из N других комбинаций. Но так как 
dN < 2N, то найдется исходная комбинация, из которой ассистент не может получить ни одну из комбинаций j-й группы. Значит, если зритель построит эту комбинацию, ассистент не сможет сообщить фокуснику, что загадано число j. Противоречие.

Следовательно, 2N кратно N, то есть N – степень двойки.

б) Второе решение. (Центральное жюри). Комбинаций из N монет всего 2N. Допустим, способ у ассистента и фокусника есть. Рассмотрим какую-нибудь одну комбинацию (она может попасться ассистенту). Изменяя в ней положение ровно одной монеты, можно получить ровно N других комбинаций. Каждая из N этих комбинаций должна обозначать для фокусника свое число от 1 до N (так как есть N вариантов для загаданного числа). Припишем этим комбинациям номера, которые они обозначают. Таким образом можно каждой из 2N комбинаций приписать число, которое она обозначает для фокусника (так как каждая комбинация может получить из некой другой описанным выше способом).

Посчитаем, скольким комбинациям приписано число 1. Всего комбинаций 2N, из каждой можно получить ровно одну комбинацию, которой приписана 1. Всего получаем 2N комбинаций, которым приписана 1, но при этом каждую такую комбинацию мы посчитали N раз (поскольку каждую комбинацию можно получить ровно из N других). Значит 1 приписана 2N/N комбинациям. Это число должно быть целым, что возможно только если N является степенью двойки. Для степени двойки способ следует из пункта а) (так как для N=1 способ очевиден).
5.7. Володя решил стать великим писателем. Для этого он каждой букве русского языка сопоставил слово, содержащее эту букву. Потом написал слово, сопоставленное букве “A”. Дальше каждую букву в нем заменил на сопоставленное ей слово (разделяя слова пробелами), потом в получившемся тексте вновь заменил каждую букву на сопоставленное ей слово, и так всего 40 раз. Володин текст начинается так: “Ряд кораблей на дремлющих морях”. Докажите, что этот оборот встречается в Володином тексте еще хотя бы раз.

Первое решение. (Центральное жюри). Обозначим через Tk текст после k шагов. Заметим, что ни в одном тексте до T40 первая буква не могла на следующем шаге перейти в однобуквенное слово (иначе в дальнейшем первое слово всегда бы оставалось однобуквенным). Значит, каждый раз текст удлинялся хотя бы на одну букву.

Кроме того, в слове T1 буква А стоит не на первом месте (иначе во всех текстах первое слово начиналось бы на A).

Поскольку в T1 есть буква A, причем не в начале, то в T2 входит (также не с начала) полученный из этой буквы A текст T1. Аналогично, в Т3 входит T2, полученный из входящего в T2 текста T1. Но тогда в T3 входит и Т1. Продолжая, видим, что в каждом тексте содержатся (не с начала) все предыдущие тексты.

Выпишем первые буквы всех текстов (напомним, что исходная буква A – еще не текст). В русском алфавите 33 буквы, поэтому уже среди первых 34 букв будет повторение. Пусть первое повторение – буква L на k-м месте, где k ≤ 34. Тогда в Tk буква L стоит на первом месте и еще раз в том входящем в Tk тексте, где L впервые встретилась. От Tk до T39 не менее 5 замен, и из первой L в T39 получатся минимум 6 первых букв, а в T40 – не менее чем 6 первых слов. Значит, в Т40 из первой L получится текст, начинающийся словами “Ряд кораблей на дремлющих морях”. Но такой же текст получится из второго вхождения L в Tk.
Второе решение. (Центральное жюри). Как показано выше, первая буква любого текста «порождает», как минимум двухбуквенное слово. Поэтому первая буква L текста T35 «порождает» минимум 5 первых букв в тексте T39, а в тексте T40 – первые 5 слов, то есть весь данный в условии фрагмент. Поскольку буква L на первом месте встречалась и раньше, то некоторый текст Tk (k < 40) также начинался со слов РЯД КОРАБЛЕЙ НА ДРЕМЛЮЩИХ МОРЯХ. Первые две буквы РЯ этого текста порождают в тексте Т40 весь указанный фрагмент (поскольку буква Я содержится только в последнем его слове). Но Tk содержит и еще один фрагмент РЯ (в слове МОРЯХ), который и порождает в Т40 второе вхождение нашего фрагмента.
Основной вариант,  старшие классы

6.1. а) Петя и Вася задумали по три натуральных числа. Петя для каждых двух из своих чисел написал на доске их наибольший общий делитель. Вася для каждых двух из своих чисел написал на доске их наименьшее общее кратное. Оказалось, что Петя написал на доске те же числа,  что и Вася (возможно, в другом порядке). Докажите, что все написанные на доске числа равны.

       б) Останется ли верным утверждение предыдущей  задачи, если Петя и Вася изначально задумают по четыре натуральных числа?
Решение. См. 3.2.

6.2. Диагонали вписанного четырехугольника пересекаются в точке P. Пусть K, L, M, N – середины (по порядку) сторон четырехугольника. Докажите, что радиусы описанных окружностей треугольников PKL, PLM, PMN и PNK равны.

Решение. (Центральное жюри). Пусть K, L, M, N – середины соответственно сторон AB, BC, CD, AD четырехугольника ABCD. Треугольники BAP и CDP подобны по двум углам, поэтому подобны и их “половинки” KAP и MDP. Следовательно,  (APK = (DPM.
KL || AC,  ML || BD (как средние линии треугольников ABC и BCD),  значит,
(LKP = (APK = (DPM = (LMP.
Итак, углы LKP и LMP, опирающиеся на отрезок LP, равны. Значит, равны и радиусы описанных окружностей треугольников PKL и PLM. Остальные равенства доказываются аналогично.

6.3. Найдите все возрастающие арифметические прогрессии с конечным числом членов, сумма которых равна 1, и каждый член имеет вид 

, где k – натуральное.

Решение. (Центральное жюри). Домножив на НОК знаменателей, получим возрастающую арифметическую прогрессию {ai} из n натуральных чисел, сумма S которой делится на каждый член. Члены этой прогрессии, очевидно, не имеют общего делителя, значит, ее разность d взаимно проста с каждым членом. Разберем два случая.
1) n = 2m. Тогда  S = 
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 = nam+1 – md,  откуда md, а поэтому и m кратно am+1. Но это невозможно, так как  am+1 > m.
2)  n = 2m+ 1.  Тогда  S = n am+1= nam+ nd,  откуда n = 2m+ 1 кратно am Но поскольку 
am≥ m это возможно только при  am= mи m= 1.  Отсюда единственный ответ: 1/6, 1/3, 1/2.

6.4. Дан набор из нескольких гирек, на каждой написана масса. Известно, что набор масс и набор надписей одинаковы, но возможно некоторые надписи перепутаны. Весы представляют из себя горизонтальный отрезок, закреплённый за середину. При взвешивании  гирьки  прикрепляются в произвольные точки отрезка, после чего весы остаются в равновесии либо отклоняются в ту или иную сторону. Всегда ли удастся за одно взвешивание проверить, все надписи верны или нет? (Весы будут в равновесии, если сумма моментов гирь справа от середины отрезка равна сумме моментов гирь слева (иначе отклонятся  в сторону, где сумма больше). Моментом гири называется произведение ms массы гири m на расстояние s от неё  до  середины.)
Решение. См. 3.5.

6.5. Фокуснику завязывают глаза, а зритель выкладывает в ряд N одинаковых монет, сам выбирая, какие – орлом вверх, а какие – решкой. Ассистент фокусника просит зрителя написать на листе бумаги любое целое число от 1 до N и показать его всем присутствующим. Увидев число, ассистент указывает зрителю на одну из монет ряда и просит перевернуть ее. Затем фокуснику развязывают глаза, он смотрит на ряд монет и безошибочно определяет написанное зрителем число.

a) Докажите, что если у фокусника с ассистентом есть способы, позволяющие фокуснику гарантированно отгадывать число для  N = a и для N = b,  то есть способ и для  N = ab.

б) Найдите все значения N, для которых у фокусника с ассистентом есть способ.
Решение. (Центральное жюри).  a) Фокусник и ассистент заранее каждому целому числу от 1 до ab сопоставляют пару целых чисел (i,j), где 1(i(a и 1(j(b, таким образом: записывают целые числа от 1 до ab в табличку a(b и числу, стоящему на пересечении i-й строки и j-го столбца, сопоставляют пару (i,j). Теперь, чтобы восстановить число, фокуснику достаточно угадать пару чисел (i,j), которая сопоставлена этому числу.
Действия фокусника: мысленно расположив монеты в виде прямоугольника a(b, фокусник пишет справа от горизонтального ряда монет O, если в нём четное число орлов, и P – в противном случае. Так он получает комбинацию из a орлов и решек. По тому же правилу он пишет О или Р под каждым вертикальным рядом монет, получая комбинацию из b орлов и решек. Эта пара комбинаций и сообщает ему пару чисел: i от 1 до a, и j от 1 до b. Заглянув в таблицу a(b , заполненную числами от 1 до ab, фокусник называет число на пересечении i-й строки и j-го столбца. 
Действия ассистента: он тоже мысленно выписывает две комбинации орлов и решек по тем же правилам. Пусть названное зрителем число находится в табличке с числами на пересечении i-й строки и j-го столбца. Чтобы сообщить i по способу для a монет, ассистенту надо изменить k-ю позицию в комбинации справа от прямоугольника. Аналогично, для сообщения j ему надо изменить l-ю позицию в комбинации под прямоугольником. Тогда он просто переворачивает монету на пересечении k-го горизонтального ряда и l-го вертикального ряда в прямоугольнике.
б) При N =1 все ясно, при N=2 способ такой: числу 1 соответствует орел, а числу 2 – решка на левой монете. По пункту (a), взяв a=b=2, получим способ для N=4. Последовательно удваивая, получим способы для каждого N вида 2m. Доказательство того, что при других значениях N способов нет, смотрите в решении задачи 3.6 б).
6.6. На плоскости нарисованы два выпуклых многоугольника P и Q. Для любой стороны многоугольника P многоугольник Q можно зажать между двумя прямыми, параллельными этой стороне. Обозначим через h расстояние между этими прямыми, а через l – длину стороны, и вычислим произведение lh. Просуммировав такие произведения по всем сторонам P, получим некоторую величину (P, Q). Докажите, что  (P, Q) = (Q, P).

Решение. (Центральное жюри). Докажем, что (P, Q) = 1/2 ( aibj sin (ij = (Q, P), где ai – стороны P, bj – стороны Q, (ij – угол между ai и bj.
Зафиксируем некоторую сторону ai, зажмем многоугольник Q между прямыми, параллельными ai, и выберем две вершины C и D, лежащие на этих двух прямых. Контур Q разбивается на две ломаных с концами C и D. Ввиду выпуклости проекция такой ломаной на перпендикулярную ai прямую m складывается из проекций звеньев ломаной. Значит, проекция многоугольника Q на m покрывается проекциями его сторон ровно два раза, то есть сумма длин проекций сторон равна удвоенному расстоянию hi между зажимающими Q прямыми. Длина проекции bi на m равна bicos(90o–(ij)=bi sin(ij, значит, 
2hi = 
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.  Складывая такие суммы по всем i, получим нужную формулу. 
6.7. Перед Алешей 100 закрытых коробочек, в каждой – либо красный, либо синий кубик. У Алеши на счету есть рубль. Он подходит к любой закрытой коробочке, объявляет цвет и ставит любую сумму (можно нецелое число копеек, но не больше, чем у него на счету в данный момент). Коробочка открывается, и Алешин счет увеличивается или уменьшается на поставленную сумму в зависимости от того, угадан или не угадан цвет кубика. Игра продолжается, пока не будут открыты все все коробочки. Какую наибольшую сумму на счету может гарантировать себе Алеша, если ему известно, что

a) синий кубик только один;

б) синих кубиков ровно n.

(Алеша может поставить и 0, то есть просто бесплатно открыть коробочку и увидеть цвет кубика.)

Ответ. a) 
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Первое решение. б) Рассмотрим общую ситуацию: Алеша знает, что есть m красных и n синих кубиков в m + n = K коробочках. Попросим его в таком случае поставить 
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-ю часть своего капитала на тот цвет, которого больше (в частности, при  m = n  Алеша ничего не ставит). Докажем индукцией по K, что действуя так, Алеша увеличит свой капитал в 
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Когда коробочка всего одна, утверждение очевидно: мы увеличиваем капитал в два раза. Пусть теперь утверждение верно для K-1 коробочек, докажем его для K коробочек.
Пусть для определенности  m ≤ n.  Если открыт синий кубик, то на этом шаге Алеша увеличил капитал в 1+
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 раз, остались n–1 синий кубик и K – 1 коробочка, что, по предположению, даст увеличение капитала в 
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 раз. Перемножая эти числа и учитывая, что 
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[image: image224.wmf]n

K

K

C

2

. Если открыт красный кубик, капитал уменьшился, умножившись на 1–
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, и остались n синих кубиков и K – 1 коробочка, что, по предположению, даст увеличение капитала в 
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 раз. Перемножая, учтем, что  
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, и снова получим требуемое.
Покажем теперь индукцией по K, что в большее число раз Алеша капитал увеличить не может. Для случая одной коробочки это очевидно. Если коробочек несколько, и Алеша поставит на синий цвет долю, большую указанной в алгоритме, то, при выпадении красного, он получит меньше, чем по алгоритму. А если он поставит долю меньше, чем по алгоритму (в том числе отрицательную, если ставит на красный), он получит меньше, чем по алгоритму при выпадении синего. 
Второе решение. а) Обозначим через Bm наибольший «выигрыш» Алеши для случая m коробочек. Очевидно, B1 = 2.

Если m > 1, Алеша делает ставку на цвет первой коробочки. Заметим, что поставить x на красный цвет, это то же самое, что поставить –x на синий. Поэтому можно считать, что Алеша всегда ставит на синий цвет, а  x ( [–1, 1].

Если в первой коробочке окажется синий шарик, капитал Алеши станет равным 1 + x, а в конце игры он (ставя все свои деньги на заведомо известный цвет) может его довести до (1 + x)2m–1. Если же в первой коробочке красный шарик, то выигрыш Алеши равен 
(1 – x)Bm–1. Итак,  Bm = 
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, где  f(x) = min {(1 + x)2m–1, (1 – x)Bm–1}.  Нарисовав график, видим, что f достигает максимума в той точке x0, где  (1 + x0)2m–1 = (1 – x0)Bm–1.  Таким образом,  Bm = (1 + x0)2m–1 = (1 – x0)Bm–1.
Положив  Bm = 
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,  получим  (1 + x0)Pm = 2,  (1 – x0)Pm = 2Pm–1.  Сложив последние равенства, имеем  Pm = 1 + Pm–1.  Отсюда (поскольку  P1 = 1)  Pm = m.
б) Обозначим через Bm,n = 
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 наибольший «выигрыш» Алеши для случая m коробочек и n синих шариков. Очевидно,  B1,0 = B1,1 = 2,  Bm,0 = 2m,  т.е. P1,0 = P1,1 = Pm,0 = 1.
Рассуждая аналогично а), приходим сначала к системе

Bm,n = (1 + x0)Bm–1,n–1 = (1 – x0)Bm–1,n,

а потом – к соотношению  Pm,n = Pm–1,n–1 + Pm–1,n.
Это соотношение, очевидно, позволяет однозначно восстановить по указанным выше начальным условиям. Но и им и соотношению, как известно, удовлетворяют биномиальные коэффициенты 
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