Осенний тур                                ТРИДЦАТЫЙ  ТУРНИР ГОРОДОВ

6-8 кл.,            сложный вариант                                   26 октября 2008 г.

1. Условие задачи: В четырёх заданных точках на плоскости расположены прожекторы, каждый из которых может освещать прямой угол. Стороны этих углов могут быть направлены на север, юг, запад или восток. Доказать, что эти прожекторы можно направить так, что они осветят всю плоскость.
Доказательство. Определим на плоскости  направления север, юг, запад, восток так, что направлению север соответствует верх на нашем листе бумаги (плоскости). Выберем из заданных прожекторов два самых северных (например, А и В как на рис. 1.а)).  Если таковых более двух, то выберем любые два из них (например, А и В на рис. 1.б или 1.в)).  Направим прожекторы А и В так чтобы одна из сторон каждого угла, который они освещают была направлена на юг, а другая – на запад   (для одного из углов) и на восток (для другого), причем так, чтобы при этом была полностью освещена полуплоскость южнее прямой l (см.рис.1.а)-в)).





Рис. 1.а)




Рис. 1.б)




Рис. 1.в)
Легко видеть, что прожектора С и D можно развернуть так, чтобы осветить северную относительно прямой l полуплоскость (аналогично, прожектором А и В, только одна из сторон углов, которые они освещают должна быть направлена на север).

2. Условие задачи: Коля написал на доске два числа. Третье написал равным сумме первых двух, четвертое – сумме второго и третьего и т.д. Затем Коля сообщил Саше сумму первых шести написанных чисел. Саша, узнав сумму, сразу же определил одно из написанных чисел. Какой номер имело это число?
Ответ: Номер 5.

Решение. Пусть первые два числа, записанных Колей а и b. Тогда следующие за ними числа:
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и сумма всех чисел 
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. Видим, что пятое число ровно в 4 раза меньше этой суммы и только его можно однозначно определить по общей сумме не зависимо от значений а и b первых двух чисел. На этом основании Саша и сумел определить  именно пятое  число.

3. Условие задачи: Таблица 5 ( 5 заполнена числами 1, 2, 3, …, 25, причем любые два последовательных числа записаны в соседних клетках (т.е. клетках, имеющих общую сторону). Какое наибольшее число простых чисел может оказаться в одном столбце?

Ответ: 4 простых числа.

	17
	18
	19
	20
	21

	16
	15
	14
	13
	22

	9
	10
	11
	12
	23

	8
	1
	2
	3
	24

	7
	6
	5
	4
	25


Решение. Пример, когда в одном из столбцов таблицы находится четыре простых числа показанных на рис. 2.

Покажем, что большего добиться нельзя. Для этого заметим, что при заполнении таблицы нечетные и четные числа будут чередоваться и при любой расстановке располагаться в «шахматном порядке», а именно нечетные числа занимать «черные поля», а четные – «белые» (их ровно 12, рис. 3). 

        Рис. 2                    Поэтому в каждом столбце обязательно будет находиться по крайней мере два

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


четных числа. Однако существует только одно простое четное число – 2. Следовательно, при любой расстановке чисел в таблице не может быть больше четырех чисел (например, три нечетных и 2). Необходимый пример указан выше.

        Рис. 3

4. Условие задачи: На шахматной доске 100 × 100 расставлено 100 не бьющих друг друга ферзей. Докажите, что в каждом угловом квадрате 50 × 50 находится хотя бы один ферзь.
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	Рис. 4


Доказательство. Разобьем этот квадрат на четыре квадрата 50×50, как показано на рисунке 4. Назовем их I-й, II-й, III-й и IV-й квадраты. Допусти, в I-м квадрате нет ни одного ферзя. Так как в строке (или столбце) не может находиться более одного ферзя, то на каждой полной строке обязательно будет по одному ферзю (здесь говориться про весь большой исходный квадрат). Значит, во II-м квадрате нужно расположить 50 ферзей так, чтобы они не били друг друга. Это можно сделать, причем они как раз будут располагаться на 50 верхних строках и в 50 левых столбцах. Но тогда мы не сможем поставить ни одного ферзя в III-й квадрат, так как II-й и III-й квадраты имеют общие столбцы. 

На диагонали тоже не может находиться более одного ферзя. Всего в IV-м квадрате 99 диагоналей, причем они общие с диагоналями из II-ого квадрата. Тогда II-й квадрат отсекает у IV-ого 50 диагоналей. Остается 49. На них нельзя расположить 50 ферзей, так как два из них обязательно попадут на одну диагональ (по принципу Дирихле), что не должно быть. Значит, нельзя расставить 100 ферзей на доске так, чтобы хотя бы один угловой квадрат был пуст, т.е. без ферзей, что и требовалось доказать.

Другое доказательство: см. решение задачи №1 для 9-х классов.

5. Условие задачи: Есть 4 камня, каждый весит целое число граммов. Есть чашечные весы со стрелкой, показывающей, на какой из двух чаш масса больше и на сколько граммов. 

       а) Можно ли узнать про все камни, сколько какой весит, за 4 взвешивания, если при взвешиваниях на каждой чаше весов должно быть по крайней мере по одному камню?
       б) Можно ли узнать про все камни, сколько какой весит, за 4 взвешивания, если в одном из этих взвешиваний весы могут ошибиться на 1 грамм? (В этом пункте какая-то из чаш может быть пустой.)

Ответ: а) Можно.  б) Можно.

Решение. Пусть камни весят  
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. Тогда первым взвешиванием положим на 1-ую чашу один камень, а на другую оставшиеся три камня. Вторым взвешиванием на первую чашу весов положим другой камень, а на другую оставшиеся три камня и т.д. Таким образом мы узнаем, что:
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где 
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 – показания весов.

а) Сложив первые три равенства и вычтя из полученного выражения четвертое, получим:
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или 
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Аналогично можно получить:
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б) Вспомним, что в пункте а) было получено:
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Так как весы ошибаются не более одного раза, и только на 1 грамм, то 
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 может давать остатки 0; 1 или 3 (или –1) при делении на 4 (остаток 0 – если весы не ошиблись).

Тогда

1) если 
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 (mod 4), то

[image: image15.wmf];

4

1

4

3

2

1

1

+

-

+

+

=

x

x

x

x

a


2) если 
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 (mod 4), то
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3) если 
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 (mod 4), то
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Аналогично рассуждая, можно найти и массы 
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, используя: 
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EMBED Equation.3[image: image23.wmf].
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Еще одно решение пункта б) см. решение задачи №2 для 9-х классов.

6. Условие задачи: а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

      б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

Ответ: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


Решение. а) см. рис.5. Меньше фигур не могут образовать плохой расстановки. Действительно, в квадрате 5×5 всегда можно расположить две фигуры, даже если одна из них расположена в самом центре квадрата (как на рис. 6). Если же мы добавим еще одну строчку и один столбец, то небольшим перебором можно убедиться, что всегда в квадрате 6×6 можно расположить три фигуры.

Рис. 5











Рис. 6

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


б) см. рис.7.  Если бы здесь можно было бы обойтись двумя фигурами, то и в пункте а) можно было бы обойтись двумя фигурами.

























Рис.7

7. Условие задачи: Барон Мюнхгаузен рассказывал, что у него есть карта страны Оз с пятью городами. Каждые два города соединены дорогой, не проходящей через другие города. Каждая дорога пересекает на карте не более одной другой дороги (и не более одного раза). Дороги обозначены желтым или красным (по цвету кирпича, которым вымощены), и при обходе вокруг каждого города (по периметру) цвета выходящих из него дорог чередуются. Могут ли слова барона быть правдой?

Ответ. Могут.

Пример изображен на рис.8.. Здесь 1, 2, 3, 4, 5 – города;

желтые дороги показаны пунктирной линией (           ), 

а простые – сплошной полужирной (           ).

Другой рисунок предложен в решениях Центрального (Московского) жюри (см. решение задачи №4 для 9-х классов).
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Рис. 8
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