Решения задач
30-го Международного математического Турнира городов
200/09 учебный год
Осенний тур
Помещая на нашей Интернет-странице решения задач осенних туров 30-го Международного математического Турнира Городов отметим следующее:

1. Прежде всего, подчеркнем авторство Центрального Жюри Турнира (Московский центр непрерывного математического образования) всех задач вариантов для 9-9( и 11‑11( классов. Варианты для самых младших (6-7-8-х) классов составлены Минским жюри Турнира, которое по возможности старалось использовать задачи более старших классов (московские), при необходимости упрощая или меняя их формулировку. Задачи сложного варианта младших классов содержат как очень сложные (учитывая специфику основного варианта для всех классов, а также то, что этот вариант писали 8-классники, среди которых были, в частности, участники 3-го и 4-го (заключительного) этапа республиканских олимпиад), так и сравнительно легкие – для того, чтобы их могли решить 6-7-классники.

2. Составляя подборку решений, Минское жюри отобрало ряд наиболее интересных решений, придуманных белорусскими школьниками (красивых, коротких или содержащих какие-либо неожиданные идеи); часть решений было написано членами Минского жюри исходя из методических целей обучения решению нестандартных задач.

3. Все это сказалось на окончательном выборе представленных здесь решений. Иногда дается несколько решений одной и той же задачи, отражающих разные идеи или подходы к их поиску. При необходимости мы делаем ссылку на автора решения (Фамилия Имя учащегося, класс, школа). 

Примечания. 1). 8-классники г. Минска могли по желанию решать вариант 6-7 классов или вариант 9 классов.

 2) В представленных решениях, использованы полностью или частично наиболее интересные решения или идеи Минских школьников – участников турнира (Гусаковой А.А., Задворного Я.Б. и др.).

Осенний тур.          ТРИДЦАТЫЙ ТУРНИР ГОРОДОВ

6-7 кл.,          базовый вариант                                    

1. Условие задачи: В 10 коробках лежат карандаши.  Известно,  что в разных коробках разное число карандашей,  причем в каждой  коробке  все  карандаши разных цветов.  Докажите,  что из каждой коробки можно выбрать по карандашу так,  что все они будут разных цветов.

Доказательство. Упорядочим коробки по числу карандашей, находящихся в них. Возьмем из первой коробки любой карандаш (один). Во второй коробке карандашей больше, чем один, следовательно, в ней найдется карандаш другого цвета. Выберем этот карандаш. В третьей коробке карандашей больше, чем два, следовательно, найдется карандаш третьего цвета, отличный от цвета первых двух выбранных карандашей. Теперь выберем этот – третий – карандаш. Легко видеть, что такой процесс можно повторить вплоть до десятой коробки.

2. Условие задачи: Даны пятьдесят различных натуральных чисел, двадцать пять из которых не превосходят 50, а остальные больше 50, но не превосходят 100. При этом никакие два из них не отличаются ровно на 50. Найдите сумму этих чисел.

Ответ: 2525.

Решение. Легко видеть, что в каждой из 50 пар чисел (1, 51), (2, 52), …, (50, 100) окажется ровно одно число из заданных, причем ровно 25 из них не превосходят 50, и ровно 25 больше 50 и не превосходят 100. Каждое заданное число m, большее 50, можно представить в виде 
[image: image1.wmf]50
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. Все эти числа k вместе с первыми 25 заданными числами в совокупности составляет полный набор натуральных чисел от 1 до 50. Но тогда сумма  всех заданных чисел может быть записана в виде:

S = 1 + 2 + 3 + … + 50 + (50 + 50 + … + 50),

где в скобках находится 25 чисел, равных 50. Окончательно получаем:
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3. Условие задачи: Известно, что разведчик, перевербованный контрразведкой, всегда лжет. Нормальный же разведчик всегда говорит чистую правду. На конспиративной квартире встретились два разведчика. Между ними произошел такой разговор: 

   Первый: «Год назад, когда я был в Париже, мы не могли встречаться?» 

   Второй: «Да, мы где-то встречались.»

   Первый: «Но ближе к делу. Вот шифрованное письмо.»

   Второй, прочитав: «Тут же все написано открытым текстом!» …

        Встречались ли они в Париже в прошлом году?

Ответ: нет.

Решение. Третья и четвертая фразы разведчиков противоречивы, следовательно, ровно один из них – перевербованный – и он лжет.


Если это первый разведчик, то по его первой фразе видим – он не был в Париже в прошлом году, поэтому они не могли встретиться тогда в Париже.


Если это второй, то они вообще не встречались (не только в Париже, но и нигде).

4. Условие задачи: Четыре стайера (бегуна на дальние дистанции) стартовали из одной точки беговой дорожки стадиона, длина окружности которой равна 400 м, причем два из них побежали в одну сторону, а два – в противоположную, каждый со своей постоянной скоростью. Через 10 мин. они все вновь встретились в одной точке, отстоящей от первоначальной на 150 м. 

   а) Докажите, что такие встречи бегунов будут продолжаться и впредь.

   б) Попробуйте указать (перечислить или описать каким-либо способом) все точки, в которых они будут встречаться.

   в) Состоится ли когда-нибудь их встреча в первоначальной точке и, если да, то укажите, в какой момент времени после старта такая встреча произойдет впервые?

Ответ: 

б) 8 точек на беговой дорожке, находящихся на расстоянии 50 м друг от друга (рис.1);

в) через 80 мин. после старта.

Решение. Изобразим на рисунке беговую дорожку стадиона и обозначим на ней точкой A место старта бегунов (на рис.1 показано A = I(400)). Пусть они впервые встретились в точке B(150), находящейся на расстоянии 150 м от точки А по часовой стрелке (если считать против часовой стрелки, то рассуждения и результат будут такими же). Здесь и далее число стоящее в скобках означает расстояние в метрах от А по часовой стрелке. 


Приняв теперь точку В за начальную (и понимая, что бегуны бегут относительно ее точно так же как 10 мин. назад относительно точки А, получим, что следующая их встреча состоится еще через 10 мин. (т.е. в общем через 20 мин.) в точке С(300). Легко видеть теперь, что последующие встречи будут происходить каждые 10 минут в точках D(450) = D(50), E(200),  F(350), G(100), H(250) и, наконец, в I (400) = А. Таким образом, бегуны вновь встретятся в точке А через 80 мин. (1 час 20 мин.) и в дальнейшем будут встречаться в уже отмеченных точках в описанном выше порядке.

5. Условие задачи: Пете поручили нарисовать на клетчатой бумаге различные прямоугольники со сторонами, проходящими по линиям клеток, а затем раскрасить клетки, принадлежащие этим прямоугольникам, в два цвета – черный или белый (каждую клетку в один из двух цветов), причем так, чтобы выполнялись два условия: 

    а) в каждом прямоугольнике должно быть ровно 4 черные клетки; 

    б) рядом с каждой белой клеткой должна находиться ровно одна черная (клетки стоят рядом, если они имеют общую сторону или общую вершину).

       Какое наибольшее количество прямоугольников сможет нарисовать Петя? (Опишите или нарисуйте эти прямоугольники, а также поясните, почему большего количества прямоугольников получить нельзя.)

Ответ: 22 прямоугольника.

Решение. Назовем раскраску клеток стандартной, если черные клетки не находятся при такой раскраске рядом. В случае стандартной раскраски от одной черной клетки до другой можно добраться, пройдя не менее двух белых клеток. Или по другому: любые две черные клетки должны разделять две полоски, состоящих из белых клеток. Если же черная клетка находится «около края» прямоугольника, то либо черная клетка имеет общую границу с этим краем, либо отделена от него одной полоской белых клеток.

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Учитывая, что черных клеток ровно четыре, то из предыдущего можно сделать вывод: черные клетки – с точки зрения чередования с белыми полосками – могут располагаться либо, подряд, как на рис.2 (случай 1) либо в углах, образованных двумя парами перпендикулярных белых полосок, как на рис. 3 (случай 2). На рисунках показаны наибольшие возможные прямоугольники.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


рис. 2






рис. 3


Отталкиваясь от этого, будем строить различные прямоугольники со стандартной раскраской.

Случай 1. Наибольший такой прямоугольник будет состоять из четырех квадратиков 
[image: image4.wmf]33

´

 (рис. 2), т.е. иметь размер 
[image: image5.wmf]312
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. От такого прямоугольника можно отрезать белые полоски с краев, не нарушая условия задачи. При этом дополнительно получим такие возможные прямоугольники: 
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 (т.е. всего 9 штук). Заметим, что в случае прямоугольников вида 
[image: image7.wmf]212,211
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 и 
[image: image8.wmf]210
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возможны различные стандартные раскраски (как, например, на рис. 4а и 4б), но это не влияет на размер прямоугольника.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	  
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


 рис. 4а
      




рис. 4б


В случае 2  наибольшим возможным прямоугольником будет квадрат 
[image: image9.wmf]66
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(рис. 3), и снова, отрезая с его краев белые полоски можно получить дополнительно еще прямоугольники: 
[image: image10.wmf]65,
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 и 
[image: image12.wmf]44
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 (всего 6 штук).

	
	

	
	


                 Осталось рассмотреть нестандартные раскраски. Их легко 

	
	
	
	


найти простым перебором (рис.5): 
[image: image13.wmf]22,14,15,16,17,18,19
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(всего 7 штук).

	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	


          Раскраски и для этих прямоугольников могут быть различными, но 

          прямоугольников других размеров с разрешенной условиями раскраской

	
	
	
	
	
	
	


     больше не найдем. Итак, окончательный ответ: 22 прямоугольника.

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	
	


рис. 5

Осенний тур.          ТРИДЦАТЫЙ ТУРНИР ГОРОДОВ

9-9' кл.,             базовый вариант                                    

1. Условие задачи: В 10 коробках лежат карандаши.  Известно,  что в разных
коробках разное число карандашей,  причем в каждой  коробке  все  карандаши разных цветов.  Докажите,  что из каждой коробки можно выбрать по карандашу так,  что все они будут разных цветов.

См. решение задачи № 1 для 6-7 классов.

2. Условие задачи: Даны пятьдесят различных натуральных чисел, двадцать пять из которых не превосходят 50, а остальные больше 50, но не превосходят 100. При этом никакие два из них не отличаются ровно на 50. Найдите сумму этих чисел.

См. решение задачи № 2 для 6-7 классов.

3. Условие задачи: В окружность радиуса 2 вписан остроугольный треугольник A1A2A3. Докажите, что на дугах A1A2, A2A3, A3A1 можно отметить по одной точке (B1, B2, B3 соответственно) так, чтобы площадь шестиугольника A1B1A2B2A3B3 численно равнялась периметру треугольника A1A2A3.

Доказательство. Искомыми точками 
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 и 
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 соответственно (рис.6). Действительно, заметив, что радиусы 
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 перпендикулярны хордам 
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  соответственно, а, значит, высотами равнобедренных треугольников 
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  шестиугольника 
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где 
[image: image35.wmf]3
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 – периметр треугольника 
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Замечание. В последней цепочке равенства использована формула площади четырехугольника с перпендикулярными диагоналями (
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). Но площадь любого из указанных четырехугольников можно получить, рассматривая ее как сумму площадей двух треугольников, например:
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(помним, что 
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 – радиус окружности, т.е. 
[image: image40.wmf]1
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=2).

4. Условие задачи: Даны три различных натуральных числа, одно из которых равно полусумме двух других.  Может ли произведение этих трех чисел являться точной 2008-й степенью натурального числа?

Ответ: может.

Примеры: а) 
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б) 
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5. Условие задачи: Несколько спортсменов стартовали одновременно с одного и того же конца прямой беговой дорожки. Их скорости различны, но постоянны. Добежав до конца дорожки, спортсмен мгновенно разворачивается и бежит обратно, затем разворачивается на другом конце, и т.д. В какой-то момент все спортсмены снова оказались в одной точке. Докажите, что такие встречи всех будут продолжаться и впредь.

Доказательство. Представим движение бегунов с помощью следующей модели. Пусть описанная в условии задачи беговая дорожка является диагональю АС  квадрата АВСD, бегуны бегут по периметру квадрата по часовой стрелке (от А к В, затем к С, D и т.д.), каждый со скоростью в 
[image: image45.wmf]2

 раз превышающей реальную скорость. При этом движению по ломаной АВС будет соответствовать движение по отрезку АС «туда» (по существу каждой точке ломаной АВС соответствует ее проекция на АС, см. рис.7), а движению по СDА – движение по отрезку СА («обратно»). Пусть первая встреча спортсменов произошла через время 
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 после старта в точке  
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 соответствуют две точки на периметре квадрата: 
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 на ломаной АВС (для тех бегунов, которые бегут туда) и 
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 на ломаной СDА, для тех, кто бежит обратно (рис.7).  Пусть длина ломаной 
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  равна l. Это означает, что первые бегуны (находящиеся в точке 
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Тогда очевидно, что через промежуток времени 
[image: image55.wmf]1

2

t

×

 первые бегуны пробегут «некоторое целое число таких кругов +2l», а вторые – «некоторое целое число таких кругов –2l». Целое число кругов для каждого спортсмена будет, вообще говоря, свое, но все они окажутся либо в точке 
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, либо в точке 
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, проецирующихся в одну точку 
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 диагонали АС, что будет соответствовать их новой общей встрече и т.д.

Доказательство завершено.

Осенний тур.          ТРИДЦАТЫЙ ТУРНИР ГОРОДОВ

11-11' кл.,            базовый вариант                                    

1. Условие задачи: У Алеши есть пирожные, разложенные в несколько коробок. Алеша записал, сколько пирожных в каждой коробке. Сережа взял по одному пирожному из каждой коробки и положил их на первый поднос. Затем он снова взял по одному пирожному из каждой непустой коробки и положил их на второй поднос - и так далее,  пока все пирожные не оказались разложенными по подносам.  После  этого  Сережа записал, сколько пирожных на каждом подносе. Докажите, что количество различных чисел среди записанных Алешей равно количеству различных чисел среди записанных Сережей.

Доказательство. Для удобства будем говорить, что Сережа записывает свои числа на подносах (на каждом подносе – число, равное количеству пирожных на этом подносе).


Пусть числа, записанные Алешей (т.е. количества пирожных в различных коробках), принимают k различных значений, и эти значения – 
[image: image59.wmf]k
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. Тогда обратим внимании, что на первых 
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 подносах (т.е. до тех пор, пока в каждой коробке найдется хотя бы одно пирожное) Сережа напишет одно и то же число 
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 (количество коробок, в каждой из которых не меньше 
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 пирожных) на следующих 
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подносах – некоторое другое число 
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 (количество коробок, в каждой из которых изначально было больше 
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 пирожных) на следующих 
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 – некоторое число 
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 (количество коробок, в каждой из которых было больше 
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 пирожных), …, и на последних 
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подносах число 
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 (количество коробок, в каждой из которых больше 
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 пирожных), т.е. числа, записанные Сережей, будут принимать значения 
[image: image72.wmf]k

L

L

L

L

,...,

,

,

3

2

1

. Легко понять, что 
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, т.е. записанные Сережей, будут принимать k различных значений.


Таким образом, количество различных чисел, записанных Алешей, равно количеству различных чисел, записанных Сережей. Требуемое доказано.

2. Условие задачи: Решите систему уравнений (n>2)
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Ответ: 
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Решение. Запишем систему уравнений в привычном виде:
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Область допустимых значений (ОДЗ): 
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Обозначим 
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Тогда первое уравнение запишется так:
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 (с учетом уравнения (n)) 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]2
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Сравнивая с (*), получаем, 
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, а  используя ОДЗ: 
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Подставляя эти значения в уравнение (3), получим: 
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откуда после возведения в квадрат легко следует: 
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. Но, учитывая последнее уравнение: 
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3. Условие задачи: В окружность радиуса 2 вписан тридцатиугольник A1A2…A30. Докажите, что на дугах A1A2, A2A3, …, A30A1 можно отметить по одной точке (B1, B2, …, B30 соответственно) так, чтобы площадь шестидесятиугольника A1B1A2B2…A30B30 численно равнялась периметру тридцатиугольника A1A2…A30.

Решение: совершенно аналогично решению задачи 3 для 9-х классов только 60-ник 
[image: image93.wmf]30
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 нужно будет разбить на 30 четырехугольников (а не на три). Кроме этого, в этой задаче следует учитывать следующий случай: центр О окружности может лежать не внутри 30-ника 
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, а на одной из его сторон, например, 
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, или вне 30-ника, но внутри сегмента, отсекаемого от рассматриваемого круга стороной, например, 
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. На самом деле этот случай не отличается от описанного, так как центр О, очевидно, будет лежать внутри 60-ника, а четырехугольник 
[image: image97.wmf]30

1

30

B

OA

A

либо вырождается в треугольник, либо становится невыпуклым. В любом случае площадь получаемой фигуры равна:
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4. Условие задачи: Существует ли арифметическая прогрессия из  пяти различных натуральных чисел,  произведение которых есть точная 2008-я степень натурального числа?

Ответ: да, существует.

Решение. Рассмотрим прогрессию 
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Произведение этих чисел равно:
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Эта прогрессия искомая.

5. Условие задачи: На клетчатом  листе бумаги нарисованы несколько прямоугольников,  их стороны идут по сторонам клеток. Каждый прямоугольник состоит из нечетного числа клеток,  и никакие два прямоугольника не содержат общих клеток.  Докажите,  что  эти  прямоугольники  можно раскрасить в четыре цвета так, чтобы у прямоугольников одного цвета не было общих точек границы.

Доказательство. Введем на листе бумаги систему координат: так, чтобы все прямоугольники лежали в одной четверти, пусть в первой (правда, в нашей системе координат будут иметь не точки, а сами клетки или их центры).

Теперь раскрасим все прямоугольники по следующему правилу: в каждом прямоугольнике возьмем нижнюю левую клетку (т.е. клетку этого прямоугольника, имеющего наименьшую возможную координату x и наименьшую возможную координату y) и рассмотрим ее координаты x и y. Если x и y нечетны, то раскрашиваем прямоугольник в цвет 1; если x четно, а y нечетно, то раскрашиваем прямоугольник в цвет 2; если x нечетно, а y четно, то раскрашиваем прямоугольник в цвет 3; если x и y четны, то раскрашиваем прямоугольник в цвет 4.

Докажем, что в таком случае никакие два одноцветных прямоугольника не могут иметь общих точек границы. 

Пусть какие-то два одноцветных многоугольника имеют общие точки границы. Тогда рассмотрим их нижние левые клетки. Очевидно (и несколько рисунков это наглядно подтверждают рис.8), что по крайней мере одна из координат этих нижних левых клеток имеют одинаковую четность, т.е. длина соответствующей стороны одного из прямоугольников четна, что противоречит условию.


Таким образом, при нашей раскраске никакие два одноцветных прямоугольника не могут иметь общих точек границ. Требуемое доказано.
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