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Решения задач

Весенний тур

Базовый вариант,  8-9 классы

5.1. [3] В шести корзинах лежат груши, сливы и яблоки. Число слив в каждой корзине равно числу яблок в остальных корзинах вместе взятых, а число яблок в каждой корзине равно числу груш в остальных корзинах вместе взятых. Докажите, что общее число фруктов делится на 31. (М.Мурашкин, А.Шаповалов)
Решение. Сложив равенства для слив и яблок по всем корзинам, получим что общее число слив в 5 раз больше числа яблок. Аналогично, общее число яблок в 5 раз больше общего числа груш, то есть в 25 раз больше общего числа слив. Итого, общее число фруктов 31 раз больше общего числа груш.
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5.2. [3] Малыш и Карлсон режут квадратный торт. Карлсон выбирает на нем точку (не на границе). После этого Малыш делает прямолинейный разрез от выбранной точки до края (в любом направлении). Затем Карлсон проводит второй прямолинейный разрез от вы-бранной точки до края, перпендикулярный первому, и отдает меньший из получившихся двух кусков Малышу. Малыш хочет получить хотя бы четверть торта. Может ли Карлсон ему помешать? (М.Мурашкин)
Решение. Нет. Малыш проводит разрез через выбранную Карлсоном точку K и центр O торта (если Карлсон выбрал O, проводит любой возможный разрез). Прямая m, проведенная через O перпендикулярно KO, вместе с KO делят торт на 4 одинаковых куска. Оба куска, которые может отсечь Карлсон (отрезком, параллельным m), не меньше этих четвертинок.

5.3. Нарисован угол, и еще имеется только циркуль.

  а) [2] Какое наименьшее число окружностей надо провести, чтобы наверняка опреде-лить, является ли данный угол острым?

  б) [2] Как определить, равен ли данный угол 31( (разрешается проводить сколько угод-но окружностей)? (Г.Фельдман, Д.Баранов)
Решения. а) Одну. Проведем окружность с центром на стороне угла, проходящую через его вершину O. Если она пересечет другую сторону угла, угол был острым.

б) Проведем окружность с центром O. Пусть она пересекает стороны угла в точках A и B. Начиная с точки A, будем откладывать на этой окружности хорды, равные AB. Если от-ложив 360 таких хорд, мы обойдем окружность ровно 31 раз, то  (AOB = 31(.

5.4. [5] Среди участников олимпиады каждый знаком не менее чем с тремя другими. Докажите, что можно выбрать группу из четного числа участников (больше двух человек) и посадить их за круглый стол так, чтобы каждый был знаком с обоими соседями. (Фольклор)
Решение. Построим из участников самый длинный ряд так, чтобы знакомые стояли рядом. Все трое знакомых крайнего (обозначим его А) должны быть в ряду (иначе ряд можно удлинить). Обозначим через B и C тех знакомых, которые не стоят рядом с А. Если между А и B (А и C) стоит четное число человек, то они вместе с А и B (А и C) образуют искомую группу. Если же оба эти числа четны, то между А и C стоит нечетное число человек, и они вместе с А, B и C образуют искомую группу

5.5. [5] На доске записано 101 число: 12, 22, …, 1012. За одну операцию разрешается стереть любые два числа, а вместо них записать модуль их разности. Какое наименьшее число может получиться в результате 100 операций? (М.Малкин)
Ответ. 1. Решение. Из четырех последовательных квадратов (за 3 операции) можно получить число 4: 

(n + 1)2 – n2 = 2n + 1,  (n + 3)2 – (n + 2)2 = 2n + 5,  (2n + 5) – (2n + 1) = 4.

Получим так 24 четверки из чисел 62, 72, …, 1012. 20 четверок попарным вычитанием превратим в нули. Из чисел 4, 9, 16, 25 получим  14 = (25 – 4) – (16 – 9).

4 – (14 – 4 – 4 – 4) – 1 = 1.

Базовый вариант,  10-11 классы

6.1. [3] Из Южной Америки в Россию 2010 кораблей везут бананы, лимоны и ананасы. Число бананов на каждом корабле равно числу лимонов на остальных кораблях вместе взятых, а число лимонов на каждом корабле равно числу ананасов на остальных кораблях вместе взятых. Докажите, что общее число фруктов делится на 31. (М.Мурашкин, А.Шаповалов)
Решение. Аналогично решению 5.1, общее число бананов в 2009 раз больше числа лимонов, которое в 2009 раз больше числа ананасов. Поэтому общее число фруктов в  20092 + 2009 + 1  раз больше числа ананасов. Так как 2009 ( –6 (mod 31), то 
20092 + 2009 + 1 ( (–6)2 – 6 + 1 ( 0  (mod 31)

6.2. [4] Про функцию f(x) известно следующее: любая прямая на координатной плоскости имеет с графиком  y = f(x)  столько же общих точек, сколько с параболой  y = x2.  Дока-жите, что  f(x) ( x2. (А.Шаповалов
Решение. Проведем касательную l к параболе в произвольной точке A(a, a2). Эта касательная имеет с графиком Г функции f(x) ровно одну общую точку. Точки под этой касательной не могут принадлежать Г, поскольку каждая из них лежит на параллельной l прямой, не имеющей общих точек с Г. Точки прямой l, отличные от A, также не могут принадлежать Г: каждая из них находится под какой-то другой касательной к параболе. Следовательно, точка A (а значит, и любая точка параболы) принадлежит Г.

6.3. [5] Можно ли поверхность октаэдра оклеить несколькими правильными 6-угольника-ми без наложений и пробелов? (Н.Авилов)
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Решение. Да. Окрасим 8 граней октаэдра в шахматном порядке. Белые грани разрежем на половинки 6-угольников, как показано на левом рисунке, а черные – как на правом. При любой стыковке соседних граней половинки 6-угольников склеиваются в целые 6-угольники.

6.4. [5] Барон Мюнхгаузен попросил задумать непостоянный многочлен P(x) с целыми неотрицательными коэффициентами и сообщить ему только значения P(2) и P(P(2)). Барон утверждает, что он только по этим данным всегда может восстановить задуманный многочлен. Не ошибается ли барон? (С.Маркелов)
Решение. Барон всегда прав. Пусть  P(x) = anxn + … + a1x + a0  и  P(2) = b.  Тогда

b = 2nan + … + 2a1 + a0 > an + … + a1 + a0   (
bn > bn–1(an + … + a1 + a0)bn–1 ( an–1bn–1 + … + a1b + a0.

Это значит, что an – частное, а  an–1bn–1 + … + a1b + a0  – остаток от деления P(P(2)) на bn. Аналогично an–1 определяется как частное от деления  an–1bn–1 + … + a1b + a0  на bn–1. 

И т.д.

6.5. [6] На плоскости лежит игла. Разрешается поворачивать иглу на 45( вокруг любого из ее концов. Можно ли, сделав несколько таких поворотов, добиться того, чтобы игла вер-нулась на исходное место, но при этом ее концы поменялись местами? (А.Грибалко)
Решение. Пусть вначале конец A иглы находится в точке (0, 0), а конец B – в точке (1, 0). Назовем весом пары чисел (a + 

, c + 

) (a, b, c, d – рациональные) число  a + 2b + c. Заметим, что при любом возможном положении иглы вес пары координат вектора 

 равен (1. Теперь по индукции легко доказать, что вес пары координат точки A всегда четный, а вес пары координат вектора B – нечетный. Поэтому поменяться местами они не могут.
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