33 Турнир городов, осень.  Предварительные решения задач 

Базовый вариант, самые младшие классы

6-7 класс

1. На складе у фермера хранятся 100 контейнеров, каждый из которых содержит 100 ящиков яблок. В каждом ящике находятся 50 кг яблок. За 100 секунд фермер отсчитывает 10 кг яблок. За какое наименьшее время можно отсчитать 401 тонну и 40 кг яблок?

Ответ: за 100 секунд.
Решение. Предполагается, что на отсчет контейнеров и ящиков фермер время не затрачивает, поэтому вопрос в том, как побыстрее отобрать оставшиеся 40 кг яблок. Для этого можно просто отложить 10 кг из любого еще не посчитанного ящика, и оставшиеся в данном ящике 40 кг будут искомыми.

Примечание. При проверке работ решение школьников признавалось верным, если фермер (по их мнению) отсчитывает ящик за 500 с, но главное, чтобы при этом имелась идея “дополнения”, т. е. отсчета из ящика последних 10 кг, а не 40 кг, тогда правильным будет ответ – 4 010 100 с).

2. Натуральные числа объединены в группы следующим образом: {1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},…В какую по счету группу попадет число 

а) 100? 

б) 2011? 

в) С какого числа начинается 2011 группа?

Ответ: а) в 14 группу; б) в 63 группу; в) 2011 группа начинается с числа 2010×2011/2+1.
Решение. Заметим, что в первых n группах находится ровно l+2+...+n = n(n+l)/2 чисел. Поэтому 2010-я группа заканчивается числом 2010×2011/2, а 2011-я - начинается с числа 2010×2011/2+1. Если п-номер группы, в которой находится число x, то выполняется неравенство 
п(п-1)/2 < х < n(n+1)/2. Нетрудно заметить, что а) 14×13/2 < 100 < 14×15/2 и 
б) 63×62/2 < 2011 < 63×64/2.
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3. Из клетчатого прямоугольника 9×9 вырезали 16 клеток, у которых номера горизонталей и вертикалей четные. Разрежьте оставшуюся фигуру на несколько клетчатых прямоугольников так, чтобы среди них было как можно меньше квадратиков 1×1.

Решение. См. на рис. разрезание, где квадратиков 1×1 нет вообще. 
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4. В вершинах 33-угольника записали в некотором порядке целые числа от 1 до 33. Затем на каждой стороне написали сумму чисел в ее концах. Могут ли на сторонах оказаться 33 последовательных целых числа (в каком-нибудь порядке)?

Ответ: Могут.
Решение. 1) Заметим, что сумма чисел на сторонах в два раза больше суммы чисел в вершинах (каждое число в вершине участвует дважды в сумме чисел на сторонах). Но тогда: а) сумма чисел в вершинах: 
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; б) сумма чисел на сторонах при выполнении условия задачи должна быть равна: 
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, откуда 
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, т. е. на сторонах должны получиться натуральные числа от 18 до 50.

2) Пример см. на рис. 

Примечание. Для построения примера удобно воспользоваться методом крайнего, построив подобный пример сначала для пятиугольника и семиугольника, а затем найденную идею распространить на 33-ник.

5. Гости за круглым столом ели изюм из корзины с 2011 изюминками. Оказалось, что каждый съел либо вдвое больше, либо на 6 меньше изюминок, чем его сосед справа. Докажите, что были съедены не все изюминки. 

Решение 1. Левый сосед того, кто съел меньше всех, съел вдвое больше, то есть четное число изюминок. Тогда его левый сосед тоже съел четное число изюминок. Обойдя круг, видим, что все съели по четному числу изюминок. Значит, всего съедено четное число изюминок. Но число 2011 нечетно, значит, хотя бы одна изюминка осталась.

Решение 2. (Шемяков Антон, учащийся 9 класса гимназии № 6 г.Минска)  Пусть были съедены все изюминки. В корзине 2011 изюминок (число нечетное), тогда обязательно хотя бы один гость съел нечетное число изюминок. Так как это число нечетное, то он не мог съесть в 2 раза больше, чем его сосед справа ( он съел на 6 изюминок меньше, чем его сосед справа. Значит его сосед тоже съел нечетное количество изюминок (нечетное число + 6 = нечетное число). Проведем для этого соседа аналогичные рассуждения и поймем, что и его сосед съел на 6 изюминок больше и количество съеденного им изюма нечетно. Аналогично для каждого гостя. Значит каждый человек съел на 6 изюминок меньше своего соседа справа. Но такое невозможно так как круг замкнется и получится, что один человек съел на 6k изюминок больше, чем сосед справа. Получаем противоречие ( съедены были не все изюминки.

Сложный вариант, самые младшие классы

6-7 класс

1. Можно ли заполнить квадрат 3×3 различными натуральными числами так, чтобы произведение чисел, стоящих в каждой строке, в каждом столбце, а также в каждой из двух главных диагоналей было одним и тем же?
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Решение. Ответов может быть много. Один из красивых вариантов использовать какой-нибудь магический квадрат, например:                                                                                

Все указанные произведения чисел равны 215.

2. Можно ли квадрат со стороной 20 см разрезать на 10 попарно неравных квадратов, длины которых выражаются целыми числами сантиметров?

Решение. Площадь большого квадрата - 400. Посмотрим, хватит ли нам квадратов с длинами сторон от 1 до 10. Нет, так как у этих квадратов суммарная площадь 12 + 22 + ... + 92 + 102 = 385. Если хоть один квадрат будет иметь сторону больше 10 (как минимум 11), то общая площадь будет уже не меньше 12 + 22 + ...+92 + 112 = 406 (квадрат со стороной 10 заменили квадратом со стороной 11), а значит, и больше 400. Следовательно, квадрат так разрезать нельзя.
3. Петя отметил на плоскости несколько точек, все расстояния между которыми различны. Пару отмеченных точек 
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 назовём необычной, если 
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 – самая дальняя от 
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 отмеченная точка, а 
[image: image8.wmf]B

 – ближайшая к 
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 отмеченная точка (не считая самой точки 
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).

а) Изобразите множество точек, среди которых была бы хоть одна необычная пара.

б) Сможете ли Вы изобразить множество точек, принадлежащих одной прямой, для которого нашлось бы две пары необычных точек?

Решение. Пусть (A, B) – необычная пара I. Тогда  BK < AB < AK  для любой отмеченной точки K. Это значит, в частности, что пары (A, K) и (K, A) – обычные (K и A не ближайшие друг к другу). Пары (K, B) и (B, K) – обычные (K и B не самые дальние друг от друга). Допустим, что еще какие-то две точки C, D образуют необычную пару II. Выпишем цепочку неравенств, помечая каждое номером необычной пары, из-за которой оно выполнено:  AB >I BC >II CD >II AD >I AB – противоречие. 

Пример с одной необычной парой (A, B) – вершины треугольника ABC, где AC > AB > BC.
4. Саша пишет на доске последовательность натуральных чисел. Первое число 
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 написано заранее. Новые натуральные числа он получает так: вычитает из последнего записанного числа или прибавляет к нему любой его делитель, больший 1. При любом ли натуральном 
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 Саша сможет написать на доске в какой-то момент число 2011?

Ответ: При любом.  
Решение 1. Прибавляя по N, получим 2011N. Отнимая по 2011, получим 2011.

Решение 2. Если N нечетно, прибавим N и получим четное число. Прибавляя к нему или вычитая из него двойки, получим 4022. Отняв 2011, получим 2011.

5. Какое наименьшее число шашек можно расставить на шахматной доске 8×8 так, чтобы в каждом ее столбце стояло нечетное, а в каждой строке – четное ненулевое число шашек? (В каждой клетке доски может стоять не более одной шашки).

Ответ: 16.
Решение. Наименьшее ненулевое четное число – это 2. Поэтому в каждой строке должно стоять не меньше двух шашек, значит, всего на доске должно стоять не менее 16 шашек. Покажем одну из возможных расстановок 16 шашек так, как требуется в условии. 
6. В наборе несколько гирь, все веса которых различны. Известно, что если положить любую пару гирь на левую чашу, можно весы уравновесить, положив на правую чашу одну или несколько гирь из остальных.

а) Постройте набор гирь, удовлетворяющий условию задачи.

б) Найдите наименьшее возможное число гирь в наборе.

Ответ: б) 6 гирь. 

Указание. Упорядочим гири по возрастанию веса. Чтобы уравновесить пару самых тяжелых гирь, надо не менее трех гирь, значит всего гирь не менее 5. Пусть гирь ровно пять:  Г1 < Г2 < Г3 < Г4 < Г5.  Как  Г3 + Г5,  так и  Г4 + Г5  можно уравновесить только всеми остальными. Значит, веса этих пар равны половине общего веса гирь, и равны между собой, что противоречит условию  Г3 < Г4.

Убедимся, что 6 гирь с целыми весами от 3 до 8 подходят. Пусть есть пара, (m, n) где  m < n.  Если  n – m ≥ 2,  то столько же весит пара  (m + 1, n – 1).   Если  m > 3  и  n < 8,  то столько же весит пара  (m – 1,  n + 1).  Рассмотренные случаи не охватывают 4 пары:  (3, 4),  (3, 5), (6, 8)  и  (7, 8).  Они уравновешиваются соответственно наборами {7}, {8}, {3, 4, 7}  и  {4, 5, 6}.

7. На клетчатой доске из 20 строк и 11 столбцов в какой-то клетке самого левого столбца стоит фишка. Двое ходят по очереди, за ход можно передвинуть фишку вправо, вверх или вниз на одну клетку, при этом нельзя передвигать фишку на клетку, в которой она уже побывала. Игра заканчивается, как только один из игроков передвинет фишку в самый правый столбец. Но будет ли такой игрок выигравшим или проигравшим – сообщается игрокам только в тот момент, когда фишка попадает в предпоследний столбец (второй справа). Может ли один из игроков обеспечить себе выигрыш?

Ответ: это может сделать первый игрок.
Решение. Первый может заставить второго переместить фишку во 2-й (слева) столбец. Для этого он определяет, где – выше или ниже исходной клетки – в первом столбце осталось нечетное число свободных клеток (такое направление найдется, потому что 2011 – число свободных клеток – нечетно). После этого он делает ход в «нечетном» направлении. Если второй упорно сопротивляется переходу во 2-й столбец, то ему придется продолжать идти в этом направлении. Но ход в крайнюю клетку сделает первый, и второму все равно придется перейти во 2-й столбец.

Аналогично первый игрок заставляет второго перейти в 3-й, 4-й, ..., предпоследний столбец. Если при этом он узнает, что перейти в последний столбец выгодно, он туда и идет. В противном случае, он, как и раньше, заставляет перейти туда второго игрока.

и построить, такой
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