6 – 7  класс
Предварительные решения заданий  6-7 класса  42-го  Турнира  Городов    
(осень    СЛОЖНЫЙ    тур)
Примечания. Возможны дополнения, исправления, другие решения; ПРОСИМ замечаний и исправлений в случае опечаток и других неточностей!

используйте эти решения вместе с критериями проверки!!!
	Баллы,
	Условие задачи
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	№ 1. Назовем натуральное число p-совершенным, если само это число, сумма его цифр и произведение его цифр делятся на р. 
а) При каком наибольшем простом р существует р-совершенное число, не содержащее цифры 0 в своей десятичной записи?

б) Найдите наибольшее четырехзначное 7-совершенное число.


Ответ: а) при р = 7; .б) 9793
Решение. а) Так как цифры 0 нет в десятичной записи числа, то произведение цифр не равно 0 и среди простых сомножителей такого произведения не может быть двух- или более «значных» простых чисел, но тогда это может быть только 7. А 7-совершенные числа существуют, см., например, в следующем пункте.
К решению пункта б). Самое большое число, кратное 7, 9996. Однако, среди чисел вида 
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 нет 7-совершенных чисел, ибо для делимости произведения цифр чисел такого вида на 7 либо цифра а, либо цифра b, либо обе должны быть 0 или 7. Но тогда сумма цифр будет принимать одно из значений 18, 25 или 32, и ни  в одном из случаев не кратна 7.

Аналогично для чисел вида 
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.
А вот 7-совершенное число вида 
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 находится сразу: 9793.
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	№ 2. Пентамино «крест» состоит из пяти квадратиков 1 × 1 (четыре квадратика примыкают по стороне к пятому, как показано на рисунке).

а) Можно ли из шахматной доски 8 × 8 вырезать восемь таких крестов?  Резать разрешается только по линиям шахматной доски.

б) Ответьте на тот же вопрос для девяти крестов.


Ответ: а) да; .б) нет.
Решение. а) Один из примеров вырезания изображен на рис.

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


б) Доказательство. Несложно увидеть (см. для сравнения рис. к предыдущему пункту), что при любом расположении пентамино «крест» на шахматной доске на любой крайней горизонтали или вертикали будет накрыто (или вырезано) не более двух клеток, т.е. всего не более 8,  а, значит, 20 клеток не будет накрыто. Остается 64 – 20 = 44 возможные клетки для 9 пентамино, а нужно 45 клеток. Противоречие.
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	3. Паша и Саша играют в такую игру: они по очереди закрашивают клетки доски 7 × 8. Паша ходит первым и каждым своим ходом должен закрасить две клетки, которые имеют хотя бы одну общую вершину. Саша каждым своим ходом закрашивает любую клетку. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре и как ему надо играть?


Ответ: Паша.
Решение. Разрежем игровое поле как показано на рисунке на уголки и прямоугольник 2×1. Первым ходом Паша закрашивает этот прямоугольник. Далее, если Саша красит клетку в каком-то уголке, то Паша отвечает закрашиванием двух других клеток в этом же уголке. Таким образом, у Паши всегда будет ход, если есть ход у Саши. Паша побеждает.
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	4. На шахматной доске размером 20 × 20 расставили 20 ферзей, которые не бьют друг друга. Может ли получиться так, что в одном из угловых квадратов 10 × 10 не стоит ни одного ферзя?


Ответ: Нет.
Решение. Заметим, что при рассматриваемой расстановке в каждой горизонтали и в каждой вертикали доски должно стоять ровно по одному ферзю.
Пусть (от противного) в одном из угловых квадратов 10 × 10 не стоит ни одного ферзя, например, в левом верхнем. Тогда в левом нижнем должно стоять 10 ферзей (иначе какая-то вертикаль среди 10 левых вертикалей окажется без ферзя). Эти же 10 ферзей займут 10 нижних горизонталей, а, значит, в нижнем правом угловом квадрате 10 × 10 тоже не стоит ни одного ферзя. 

Таким образом, все 20 ферзей должны будут располагаться в двух угловых квадратах – левом нижнем и правом верхнем, но, как легко видеть, через эти квадраты проходят 19 диагоналей доски, а ферзей 20, т.е. какие-то два ферзя обязательно попадут на одну диагональ. Противоречие.
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	5. Известно, что число 22020 записывается 609 цифрами и начинается цифрой 1. Какое количество чисел из набора 1, 2, 4, 8, …, 22020 начинается цифрой 1?


Ответ: 609.
Решение. Рассмотрим несколько первых степеней двойки: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, … . 

Несложно заметить следующую закономерность: любое множество степеней двойки, состоящих из одинакового числа цифр, начинается с числа, первой цифрой которого является 1, а следующее за ним – начинается с некоторой другой цифры. Докажем эту закономерность.
Действительно, если k-значное число начинается на 1, то число, полученное из него умножением на 2, будет начинаться либо с двойки, либо с тройки и содержать такое же количество цифр.
В то же время, только для чисел, начинающихся с 5, 6, 7, 8 или 9, умножение на 2 приводит к добавлению еще одного разряда (цифры) в получаемом в результате числе, причем первая цифра в таком полученном числе обязательно будет 1.
Таким образом, все степени двойки можем разбить на множества чисел, состоящих из одной цифры, из двух цифр, из 3 цифр, …, из 609 цифр, причем только первое число в каждом таком множестве и только оно будет начинаться на 1. Поэтом ровно 609 чисел из указанного в условии набора начинается на 1.
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	6. Из 10 одинаковых по виду монет некоторые золотые (более тяжелые), а некоторые – из латуни (более легкие). Как с помощью шести взвешиваний на чашечных весах без гирь определить количество золотых монет?

Все золотые монеты между собой весят одинаково, и все латунные монеты тоже весят одинаково.


Решение. Идея решения: найти пару монет разного веса и сравнить с весом этой пары веса оставшихся пар монет. Тогда результат каждого взвешивания сразу даст подсчёт тех и других монет во взвешиваемой паре.

Положим на чашки весов по монете. Тогда

1. Если равновесия нет, то монеты из разных металлов и пара из разных монет получена. Сравнивая вес её с весом каждой из четырёх оставшихся пар, мы с помощью пяти взвешиваний подсчитаем число монет каждого вида.

2. Допустим теперь, что взятые для первого взвешивания две монеты оказались одного веса. Составим из этих монет пару и сравним вес её с весом какой-нибудь пары из оставшихся 8 монет (второе взвешивание). Допустим, что опять установилось равновесие. Значит, что все 4 монеты состоят из одного металла, но какого, пока не известно. Заменим эту пару какой-либо новой парой из оставшихся 6 монет. 

А) Допустим, что теперь новая пара оказалась тяжелее. Значит они или обе золотые, или одна золотая, а одна из латуни. Так же все 4 монеты, которые мы взвесили из латуни (более лёгкие).

Четвёртым взвешиванием определим из чего сделаны две монеты (те, которые перевесили). В случае равновесия – обе монеты из золота. Тогда из 6 взвешенных монет 4 из латуни, а 2 из золота. Если же равновесие отсутствует, то из 6 монет 5 из латуни, а одна из золота. В любом случае составив пару из двух различных монет сравним с ней оставшиеся 2 пары монет с помощью двух взвешиваний. (Заметим, что в предлагаемом способе никакого значения не имеет на каком по счёту взвешивании нарушается равновесие.)

Б) Осталось рассмотреть случай, когда на третьем взвешивании новая пара оказалась легче. Значит они или обе из латуни, или одна золотая, а одна из латуни. Так же все 4 монеты, которые мы взвесили из золота (более тяжёлые).

Четвёртым взвешиванием определим из чего сделаны две монеты (те, которые оказались легче). В случае равновесия – обе монеты из латуни. Тогда из 6 взвешенных монет 2 из латуни, а 4 из золота. Если же равновесие отсутствует, то из 6 монет 5 из золота, а одна из латуни. В любом случае составив пару из двух различных монет сравним с ней оставшиеся 2 пары монет с помощью двух взвешиваний. (Заметим, что в предлагаемом способе никакого значения не имеет на каком по счёту взвешивании нарушается равновесие.)
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	7. Петя и Вася играют в такую игру. Каждым ходом Петя называет какое-то целое число, а Вася записывает на доску либо названное число, либо сумму этого числа и всех ранее написанных чисел. Всегда ли Петя сможет добиться того, чтобы в какой-то момент на доске среди написанных чисел было

а) хотя бы сто чисел 5?

б) хотя бы сто чисел 10?


Ответ: а) Нет, не всегда; б) Да, всегда.

Решение.  а) Через S обозначим текущую сумму всех чисел, записанных на доске. Если Петя называет число a, то Вася может сделать следующие две операции:

(1) записать число a, тогда сумма измениться по следующей формуле: S –> S + a.

(2) записать число S + a, тогда S –> 2S + a.

Изначально S = 0 – четное число. Пока S четное, Вася поступает следующим образом: если Петя называет четное число, то Вася выполняет любую из двух операций, при этом на доске он записывает четное число и сумма остается четной; если Петя называет нечетное число, то Вася снова выполняет любую из двух операций, при этом на доске он записывает нечетное число и сумма становится нечетной.

Пусть теперь S – нечетное число. Тогда, если Петя называет четное число a, то Вася выполняет операцию (1), он записывает на доске четное число a, а новая сумма, равная S + a (неч + чет) – нечетное число. Если Петя называет нечетное число a, то Вася выполняет операцию (2), он записывает  на доске четное число S + a (неч + неч), и новая сумма, равная 2S + a (чет + неч) – нечетное число. 

Таким образом, если сумма S стала нечетной, то Вася может гарантировать то, что сумма будет оставаться нечетное все оставшееся время, при этом, на доске он будет записывать только четные числа. Тогда на доске может появиться только одно нечетное число (когда сумма всех чисел, записанных на доске, меняется с четной, на нечетную). Поскольку число 5 нечетное, то Петя не может гарантировать, что оно встретиться больше 1 раза. 

б) Приведем последовательность ходов Пети, которая позволяет записывать на доске очередное число 10. 

Сразу заметим, что если текущая сумма чисел равна 0 (S = 0), то если Петя назовет число 10, то как бы не действовал Вася, он запишет на доске число 10 и сумма станет равна 10. 

0) Поэтому, если S = 0, то Петя называет число 10, Вася записывает его, либо сумму S + 10 на доске – в обоих случаях это будет число 10, и новая сумма равна S = 10.
Рассмотрим ситуацию, что S = 10. Петя называет число -15. Вася может поступить двумя способами: А) Он записывает на доску число -15, в этом случае сумма становится S = -5; Б) Он записывает число -5 = 10 + (-15), тогда сумма становится равной S = 5. Рассмотрим каждый из вариантов отдельно:

А) Пусть S = -5, тогда Петя называет число 10. Вася может поступить двумя способами: А.1) Он записывает на доску число 10 (на доске появилась новая 10), в этом случае сумма становится S = -5 + 10 = 5 и дальше Петя будет действовать согласно случаю Б, который рассмотрим позже; А.2) Вася записывает число 5 = (-5) + 10, тогда сумма становится равной S = (-5) + 5 = 0 и переходим к шагу 0. Таким образом, можно сделать вывод, что как бы не ходил Вася, если мы попали в ситуацию  А, то обязательно на текущем ходу (А.1) или на следующем ходу (А.2) появится новая 10 на доске. 

Б) Пусть S = 5, тогда Петя называет число -10. Вася может поступить двумя способами: Б.1) Он записывает на доске число -10, в этом случае новая сумма будет равняться S = -5 и дальше Петя будет действовать согласно случаю А. Б.2.) Вася записывает на доске число -5 = 5 + (-10), тогда новая сумма S = 5 + (-5) = 0 и переходим к шагу 0. Таким образом, как бы не ходил Вася, мы либо попадем в ситуацию A и на доске появится новая 10, либо сумма станет равна 0, после которой Петя назовет 10 и Вася вынужден будет написать 10. 

Следуя разобранным случаям, Петя может добиваться того, чтобы на доске постоянно появлялись новые 10. Следовательно, рано или поздно на доске будет записано более ста десяток. 
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