
Ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà

Ëåêöèÿ 1

1 Ââåäåíèå

Äëÿ íà÷àëà êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû è îïðåäåëåíèÿ î ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðàõ è êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàäèóñ-âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê OX ñ íà÷àëîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åãî äëèíîé íàçûâàåòñÿ äëèíà ýòîãî îòðåçêà. Äëèíà x îáîçíà÷àåòñÿ |x|.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ìîæíî íàéòè ðàâíûé åìó ñ íà÷àëîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî âñå
äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèå ïîäõîäÿò è äëÿ âåêòîðîâ â ïðèâû÷íîì îïðåäåëåíèè. Íî äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ âåçäå äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü ðàäèóñ-âåêòîðû ïðîñòî âåêòîðàìè (è, êàê ïîòîì óâèäèì,
áóäåì âïîëíå ïðàâû).

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé âåêòîðîâ x è y íàçûâàåòñÿ âåêòîð x+ y, ÿâëÿþùèéñÿ äèàãîíàëüþ ïàðàëëå-
ëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà x è y êàê íà ñòîðîíàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ íà âåêòîð x íàçûâàåòñÿ âåêòîð äëèíû|λ| · |x|, è èìåþùèé òî
æå íàïðàâëåíèå, ÷òî è x, åñëè λ > 0 è ïðîòèâîïîëîæíîå x íàïðàâëåíèå, åñëè λ < 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå (x, y) = |x| · |y| ·
cosα, ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y.

Êàæäîìó âåêòîðó ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ åãî êîíöîì. Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæ-
äîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû åãî êîîðäèíàòû, ÿâëÿþùèåñÿ êîîðäèíàòàìè ýòîé òî÷êè. Òîãäà
ñóììà, óìíîæåíèå ÷èñëà íà âåêòîð è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âûãëÿäÿò, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
ñëåäóþùèì îáðàçîì (äîêàçàòåëüñòâà îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðæíåíèÿ).

Cóììà âåêòîðîâ x = (x1, x2, x3) è y = (y1, y2, y3) åñòü âåêòîð x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3).
Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà λ íà âåêòîð x = (x1, x2, x3) åñòü âåêòîð λx = (λx1, λx2, λx3).
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x = (x1, x2, x3) è y = (y1, y2, y3) åñòü ÷èñëî (x, y) = x1y1+x2y2+

x3y3.
Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè èõ íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò ëèáî ïðîòèâîïîëîæíû.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, · · · , vm ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, · · · , αm íàçûâàåò-
ñÿ âåêòîð α1v1 + · · ·+ αmvm. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè íå âñå αi ðàâíû
íóëþ, è òðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, · · · , vm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
íóëåâîãî âåêòîðà è íèêàêîé âåêòîð ýòîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.
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Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òàêàÿ
÷òî êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòó ñèñòåìó.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç òð¼õ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå v1, v2, v3 íàçûâàþòñÿ ÷èñëà (x1, x2, x3), òàêèå ÷òî
x = x1v1+x2v2+x3v3. ßñíî, ÷òî ïîíÿòèå êîîðäèíàò âåêòîðà, ââåä¼ííîå âûøå � ýòî ïðîñòî êîîðäèíàòû
âåêòîðà â áàçèñå e1, e2, e3 èç âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû, ñîíàïðàâëåííûõ îñÿì êîîðäèíàò Ox,Oy,Oz.

Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ òð¼õìåðíûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì. Â í¼ì åñòü
åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ ñóììû òî÷êè è âåêòîðà, ðåçóëüòàò êîòîðîé � ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà ýòîé òî÷êè íà ýòîò âåêòîð. Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè è âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñòàâÿùåå êàæäîé òî÷êå âåêòîð ñ êîíöîì â ýòîé òî÷êå. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ïîçâîëÿòü ñåáå âîëüíîñòü, íå äåëàÿ ðàçíèöû ìåæäó ìíîæåñòâîì òî÷åê è ìíîæå-
ñòâîì âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå, è îáîçíà÷àòü è òî, è äðóãîå R3.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : R3 → R, òàêîå ÷òî f(λx + µy) =
λf(x) + µf(y).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä f(x) = a1x1 + a2x2 + a3x3.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà
íåêîòîðûé âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå. Àôôèíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g : R3 → R, ïðåäñòàâèìîå â
âèäå g(x) = f(x) + b, ãäå f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, à b � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Êàê èçâåñòíî èç ãåîìåòðèè, âñÿêîå àôôèííî-ëèíåéíîå óðàâíåíèå a1x1 + a2x2 + a3x3 = b âñ¼ ïðî-
ñòðàíñòâî, åñëè xi = 0, b = 0, ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê, åñëè xi = 0, b 6= 0 èëè íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü â
ïðîñòðàíñòâå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåíèì òåïåðü ãåîìåòðèþ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ñèñòåìà àôôèííî-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåìûõ ïðîñòî ëèíåéíûìè) îò

òð¼õ ïåðåìåííûõ èìååò âèä: 
a1,1x1 + a1,2x2 + a1,3x3 = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + a2,3x3 = b2

. . .

am,1x1 + am,2x2 + am,3x3 = bm

Îíà çàäà¼ò â R3 íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Åñëè êàêîå-òî óðàâíåíèå çàäà¼ò ïóñòîå ìíîæåñòâî,
òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Åñëè æå íåêîòîðîå óðàâíåíèå çàä¼ò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, òî ýòî óðàâíåíèå
ìîæíî âûêèíóòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå çàäà¼ò ïëîñêîñòü. Òîãäà âñÿ ñèñòåìà,
î÷åâèäíî, ìîæåò çàäàâàòü ïëîñêîñòü, ïðÿìóþ, òî÷êó, èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Óêàçàííûå ðàññóæäåíèÿ îáîáùàþòñÿ è íà ñëó÷àé n ïåðåìåííûõ, ÷åì â ÷àñòíîñòè ìû äàëüøå è
çàéì¼ìñÿ.

2 Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ñ ñîõðàíåíèåì
áîëüøèíñòâà ñâîéñòâ. Ýòî ïîìîãàåò ðàññìàòðèâàòü ìíîãèå îáúåêòû, �ëèíåéíî çàâèñÿùèå� îò n ïåðå-
ìåííûõ, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ è ñèëüíî óïðîùàÿ ÿçûê. Ïðèìåðàìè çàäà÷,
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êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå, ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïå-
ðåìåííûõ, ðåøåíèå ëèíåéíûõ ðåêóððåêòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ëèíåéíî-
àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä â ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêå.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn íàçûâàþò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn), ãäå
xi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà (xi ∈ R).

×èñëà xi íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x. Äâà âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn)
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = yi, 1 ≤ i ≤ n.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé:

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) íàçûâàåòñÿ âåêòîð x + y =
(x1 + y1, . . . , xn + yn).

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ íà âåêòîð x = (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ âåêòîð λx = (λx1, . . . , λxn).

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, åñëè f(λx+µy) = λf(x)+
µf(y).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä f(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn.

Ïðèøëî âðåìÿ ââåñòè îáùåå îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâî (åù¼ èõ íàçûâàþò âåêòîðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè).

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V , íà êîòîðîì çàäàíû
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî èç R, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì.

Îïåðàöèÿ + ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ âåêòîð, íàçûâàåìûé èõ ñóì-
ìîé. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ñîïîñòàâëÿåò ïàðå èç âåùåñòâåííîãî ÷èñëà è âåêòîðà íîâûé
âåêòîð.

1. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà.
2. V ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð, òî åñòü òàêîé âåêòîð 0, ÷òî v + 0 = 0 + v = v∀v ∈ V .
3. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ V â V ñóùåñòâóåò âåêòîð −v, òàêîé ÷òî v + (−v) = 0.
4. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: (λµ)v = λ(µv) è 1 · v = v.
5. Äèñòðèáóòèâíîñòü: λ(v + w) = λv + λw, (λ+ µ)v = λv + µv ∀v, w ∈ R, λ, µ ∈ R.

Óïðàæíåíèå-ïðèìåð. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè:

1. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
2. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n− 1 ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè.
3. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå.
4. Ìíîæåñòâî Rn.
5. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : K → R ñ îïåðàöèÿìè (f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x).
6. Ìíîæåñòâî òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . , an, . . .), äëÿ êîòîðûõ an = 3an−1−

5an−2, n ≥ 3 ñ îïåðàöèÿìè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
V , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
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Ïðèìåðû. Ïîäïîñòðàíñòâà R3 � à) íóëü-âåêòîð á) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ íåêîòîðîé
ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòüþ â) âñ¼ R3.

Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n− 1 � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ïîëèíîìîâ.
Ìíîæåñòâî òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . , an, . . .), äëÿ êîòîðûõ an = 3an−1−

5an−2, n ≥ 3 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îïåðàöèÿìè
ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, · · · , vm ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, · · · , αm íàçûâàåò-
ñÿ âåêòîð α1v1 + · · ·+ αmvm. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè íå âñå αi ðàâíû
íóëþ, è òðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, · · · , vm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
íóëåâîãî âåêòîðà è íèêàêîé âåêòîð ýòîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ, òàêàÿ ÷òî êàæäûé âåêòîð V åäèíñòâåííûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòó ñèñòåìó.

Îêàçûâàåòñÿ, ñòðóêòóðó âñåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ êîíå÷íûé áàçèñ, ìîæíî î÷åíü
ïðîñòî îïèñàòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü, ÷òî êàêèå-òî äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâî
óñòðîåíû, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå. Äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà V1 è V2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ : V1 → V2, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî
åñòü òàêîå, ÷òî φ(λv + µw) = λφ(v) + µφ(w).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò áàçèñ èç n âåêòîðîâ. Òîãäà V èçîìîðôíî

Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò áàçèñíûå âåêòîðû â êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ â Rn. Ïðîäîëæèòå ýòî îòîðáðàæåíèå íà îñòàëüíûå âåêòîðû, è äîêàæèòå, ÷òî ýòî è ïðàâäà
èçîìîðôèçì. �

3 Çàäà÷è ê ëåêöèè

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìû è a3 íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç a1 è a2,
òî a1 è a2 ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì.

2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ

ai = (ai1, ai2, . . . , ain),

i = 1, . . . , s; s ≤ n

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

|ajj| >
s∑

i=1,i 6=j

|aij|,

òî äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà. [Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòå, ÷òî ýòî íå òàê è ðàññìîò-
ðèòå âåêòîð ñ ñàìûì áîëüøèì ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòîì â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ðàâíîé íóëþ].

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {1, sinx, cosx} ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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