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Ïðîèçâåäåíèåì A × B ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ïàð (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B. Îòîáðàæåíèå f : A → B ìíîæåñòâà
A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, èëè èíúåêöèåé, èëè
âëîæåíèåì, åñëè îíî ïåðåâîäèò ðàçíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A â
ðàçíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ñþðúåê-
òèâíûì, èëè ñþðúåêöèåé, èëè îòîáðàæåíèåì �íà�, åñëè â êàæäûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ïåðåõîäèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà
A. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (áèåêöèåé, âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì), åñëè îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâ-
íî. Â ýòîì (è òîëüêî â ýòîì!) ñëó÷àå îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå f−1 : B → A, òàêîå ÷òî f ◦ f−1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà B, à f−1 ◦ f ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà A.
Åñëè f : A→ B, g : B → C � äâà ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèÿ, òî

èõ ìîæíî �ïåðåìíîæèòü�, âçÿâ èõ êîìïîçèöèþ g ◦ f :
g ◦ f(a) = g(f(a)), a ∈ A.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé f : A→
B, g : B → C îòîáðàæåíèå g ◦ f òàêæå áèåêòèâíî, è (g ◦ f)−1 =
f−1 ◦ g−1.
Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(A) ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ îáîðàæåíèé èç
ìíîæåñòâà A íà ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 èëè e òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå ìíîæåñòâà A. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé íàäåëÿåò ýòî ìíî-
æåñòâî îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî S(A) âìåñòå ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
(êîìïîçèöèåé) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé èëè ãðóïïîé
ïîäñòàíîâîê.

Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî S(A)
îáîçíà÷àåòñÿ Sn. Ïîäñòàíîâêè ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèö.
Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêà σ : 1 7→ 3, 2 7→ 4, 3 7→ 1, 4 7→ 2 ÷èñåë 1, 2, 3, 4
çàïèñûâàåòñÿ êàê

σ =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
.

Â âåðõíåé ñòðîêå ïèøóòñÿ ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à âíèæíåé
� èõ îáðàçû.
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Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå(
1 2 3 4 5
4 5 2 1 3

)
◦
(
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
.

Çàäà÷à 3. (1) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Sn?
(2) Ñêîëüêî èç íèõ îñòàâëÿþò 1 íà ìåñòå? Ñêîëüêî ïåðåâîäÿò 1

â n?
(3) Ñêîëüêî èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ σ(1) < σ(2)?
(4) Ñêîëüêî èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ σ(1) < σ(2) < · · · <

σ(k), ãäå 2 < k < n?

Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ïîäñòàíîâîê σ1, σ2 ∈ Sn, òàêèõ
÷òî σ1 ◦ σ2 6= σ2 ◦ σ1. Êàêîå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå n ìîæíî âçÿòü
äëÿ ýòîãî?

Öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak ∈ A
íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà A, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò a1 â a2,
a2 â a3 è òàê äàëåå ïî êðóãó, ïåðåâîäÿ ak â a1, è êîòîðàÿ îñòàâëÿåò
âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A íà ìåñòå. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ
äëèíîé öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè, à ñàìà ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåò-
ñÿ (a1, a2, . . . , ak). Öèêëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà äëèíû 2 íàçûâàåòñÿ
òðàíñïîçèöèåé. Îíà ïåðåñòàâëÿåò êàêèå-òî äâà ýëåìåíòà è ñîàòâ-
ëÿåò âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íà ìåñòå.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå êîìïîçèöèþ äâóõ òðàíñïîçèöèé (i, j) ◦ (k, l).
Ðàññìîòðèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü σ ∈ S(A) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà, à τ =
(a1, . . . , ak) � öèêëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà äëèíû k. ×åìó ðàâíî σ◦τ ◦
σ−1?

Çàäà÷à 7. (1) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà σ èç Sn ïðåä-
ñòàâèìà êàê ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäñòàíîâîê â òàêîì ïðåäñòàâëå-
íèè âñåãäà ëèáî ÷åòíî, ëèáî íå÷åòíî. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðè-
òå, ÷òî ïðîçîéäåò, åñëè ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó σ ê ïåðåìåí-
íûì x1, . . . , xn â ïîëèíîìå P =

∏
i<j(xi−xj) = (x1−x2)(x1−

x3) . . . (xn−1 − xn).)
Ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ (íå)÷åòíîé, åñëè êîëè÷åñòâî òðàíñ-

ïîçèöèé â åå ïðåäñòàâëåíèè (íå)÷åòíî.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå ÷åòíîñòü öèêëà äëèíû k.

Íà ìíîæåñòâå S(A) çàäàíû ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû: óìíîæåíèå,
âçÿòèå îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè, òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà. Ýòó ñè-
òóàöèþ óäîáíî àêñèîìàòèçèðîâàòü.
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Îïðåäåëåíèå 2. ÏóñòüG� ìíîæåñòâî, ãäå çàäàíà îïåðàöèÿ �óìíî-
æåíèÿ� g, h 7→ g ·h, �âçÿòèå îáðàòíîãî� g 7→ g−1 è çàäàí �åäèíè÷íûé
ýëåìåíò� e, ïðè÷åì âñå ýòî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(1) Àññîöèàòèâíîñòü: (g1 ·g2) ·g3 = g1 ·(g2 ·g3) äëÿ âñåõ g1, g2, g3 ∈
G;

(2) Åäèíèöà: e · g = g · e = g äëÿ âñåõ g ∈ G;
(3) Îáðàòíûé ýëåìåíò: g · g−1 = g−1 · g = e äëÿ âñåõ g ∈ G.

Òîãäà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé.

Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé,
íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà âñåãäà
ñîäåðæèò åäèíèöó ãðóïïû.

Çàäà÷à 9. Äàíà ãðóïïà G. Äîêàæèòå, ÷òî:

(1) åñëè gh = h èëè hg = h, òî g = e;
(2) åñëè gh = e èëè hg = e, òî h = g−1.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îäíîçíà÷íî çàäàåò åäèíèöó
è îïåðàöèþ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

Çàäà÷à 10. ßâëÿþòñÿ ëè ãðóïïàìè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ óêà-
çàííûìè îïåðàöèÿìè:

(1) íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
(2) öåëûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
(3) öåëûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ;
(4) ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ;
(5) âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
(6) âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ;
(7) äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
(8) ÷èñëà îòêðûòîãî èíòåðâàëà (−1, 1) ñ îïåðàöèåé u · v = (u+

v)/(1+uv) (ïðîâåðüòå òàêæå, ÷òî îïåðàöèÿ êîððåêòíî îïðå-
äåëåíà);

(9) ôèãóðû (ìíîæåñòâà òî÷åê) íà ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé îáú-
åäèíåíèÿ;

(10) ôèãóðû (ìíîæåñòâà òî÷åê) íà ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè: A∗B ñîñòîèò èç òî÷åê, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ðîâíî îäíîé èç ôèãóð A èëè B;

(11) îòîáðàæåíèÿ èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A â ôèêñèðî-
âàííóþ ãðóïïó G, ñ îïåðàöèåé (f · g)(a) = f(a) · g(a).

Ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G1 è G2 ñîñòîèò èç âñåõ ïàð (g1, g2), g1 ∈
G1, g2 ∈ G2 ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé (g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1 · g′1, g2 · g′2).
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ G1 ×G2.
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Îòîáðàæåíèå f : G → G′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè îíî
ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå: f(g1g2) = f(g1)f(g2).

Çàäà÷à 11. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ãðóïï ïåðåâîäèò
åäèíèöó ãðóïïû G â åäèíèöó ãðóïïû G′ è ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ âçÿ-
òèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà: f(g−1) = f(g)−1 äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îí áèåêòèâåí. Ãðóï-
ïû, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè.

Òåîðåìà Êýëè. Ëþáàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â êà÷åñòâå A ñàìó ãðóïïó G è çàäàäèì
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G ïîäñòàíîâêó σg ∈ S(G) êàê óìíîæåíèå
ñëåâà íà g:

σg : G→ G, h 7→ gh.

Òîãäà îòîáðàæåíèå f : G→ S(G), g 7→ σg çàäàåò èçîìîðôèçì ãðóï-
ïû G ñ ïîäãðóïïîé â S(G), ñîñòîÿùåé èç âñåõ ïîäñòàíîâîê âèäà
σg. Äåéñòâèòåëüíî, σg1g2 = σg1 ◦ σg2 (òî åñòü îòîáðàæåíèå g 7→ σg
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï), è èç ðàâåíñòâà σg1 = σg2 ñëåäóåò,
÷òî g1 = g2 (òî åñòü ñîîòâåñòâèå g ↔ σg âçàèìíî-îäíîçíà÷íî). �

Òåîðåìà Ëàãðàíæà ([1], Ãëàâà 4, �5). Ïóñòü G � ãðóïïà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, è H � åå ïðîèçâîëüíàÿ
ïîäãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîäãðóïïû H äåëèò ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ ãðóïïû G.

×èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Èñïîëüçóÿ ýòî îáî-
çíà÷åíèå, ìû ìîæåì çàïèñàòü òåîðåìó Ëàãðàíæà êîðî÷å: åñëè |G| <
∞, òî |H| äåëèò |G|.
Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå n ∈ N, ÷òî gn = e, òî ãîâîðÿò, ÷òî g èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.
Íàèìåíüøåå òàêîå n íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü g � ýëåìåíò ïîðÿäêà n. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýëå-
ìåíòû g0 = e, g1 = g, . . . , gn−1 ðàçëè÷íû è îáðàçóþò ïîäãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå Zn âñåõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóï-
ïå ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì |G|. Èñïîëüçóÿ
ýòîò ôàêò, ìû ìîæåì ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó Ýéëåðà:
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Òîåðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü a, n ∈ N � äâà âçàèíî-ïðîñòûõ ÷èñëà.
Òîãäà aφ(n) ≡ 1 mod n (òóò φ(n) � ýòî ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ðàâíàÿ
÷èñëó âñåõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z∗n âñåõ îñòàòêîâ ïî ìî-
äóëþ n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Òîãäà îíî îîáðàçóåò ãðóïïó (ïðî-
âåðüòå!) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îñòàòêîâ. Ïðè ýòîì ïî
îïðåäåëåíèþ |Z∗n| = φ(n). Ïóñòü m � ïîðÿäîê ýëåìåíòà a (òî÷íåå,
åãî îñòàòêà ïî ìîäóëþ n) â ýòîé ãðóïïå. Òîãäà m ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-
ëåì φ(n), è

aφ(n) = (ad)φ(n)/d = 1φ(n)/d = 1

â ãðóïïå Z∗n. Íî ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî aφ(n) ≡ 1 mod n. �

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé, åñëè â äî-
ïîëíåíèå ê àññîöèàòèâíîñòè åå óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî: g1g2 =
g2g1 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G. Àáåëåâû ãðóïïû óñòðîåíû
ïðîùå, ÷åì íåêîììóòàòèâíûå. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî îïèñàíèå âñåõ
êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Òåîðåìà ([1], Ãëàâà 9, �1). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà.
Òîãäà îíà èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï:

Zl1 × Zl2 × · · · × Zlr
ãäå l1 äåëèò l2, l2 äåëèò l3, . . . , lr−1 äåëèò lr. Ïðè÷åì íàáîð ÷èñåë
(l1, . . . , lr) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ ãðóïï â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû
â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåíüøèõ ãðóïï:

Çàäà÷à 13. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
k, l � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî Zkl èçîìîðôíà Zk×Zl,
à ãðóïïà Z∗kl èçîìîðôíà Z∗k × Z∗l .

Çàäà÷à 14. Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ãðóïïû èç
n ≤ 6 ýëåìåíòîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ý.Á. Âèíáåðã, Êóðñ àëãåáðû, Ì.: Èçä-âî �Ôàêòîðèàë Ïðåññ�, 2001.


