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Ðàññìîòðèì öåëûå (Z), âåùåñòâåííûå (R) èëè ðàöèîíàëüíûå (Q)
÷èñëà, ïîëèíîìû R[x] èëè ìàòðèöû Matn(R) ðàçìåðîì n íà n ñ âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà âñåõ ýòèõ ìíîæåñòâàõ çàäàíû:

(1) ñëîæåíèå, êîòîðîå êîììóòàòèâíî è ïðåâðàùàåò íàøå ìíîæå-
ñòâî â àáåëåâó ãðóïïó (îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì �+�, âçÿòèå îá-
ðàòíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ çíà-
êîì ���);

(2) óìíîæåíèå, êîòîðîå àññîöèàòèâíî, íî ãðóïïû íå çàäàåò, ïî-
òîìó ÷òî íå âñå ýëåìåíòû îáðàòèìû (îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ·,
êîòîðûé ÷àñòî îïóñêàþò äëÿ êðàòêîñòè).

Ýòè îïåðàöèè è èõ ñâîéñòâà ïîëåçíî àêñèîìàòèçèðîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè: a +
b (ñëîæåíèå) è a · b (óìíîæåíèå). Ïóñòü â A çàäàíû ýëåìåíòû 0
(íîëü) è 1 (åäèíèöà). Åñëèâûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, òî A
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì:

(1) (R,+) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, ïðè÷åì 0 èãðàåò ðîëü åäè-
íèöû äëÿ ýòîé ãðóïïû;

(2) óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî: a · (b ·c) = (a ·b) ·c äëÿ âñåõ a, b, c ∈
A;

(3) 1 · a = a · 1 = a äëÿ âñåõ a ∈ A;
(4) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñîãëàñîâàíû ïðè ïîìîùè

çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè:

a · (b+ c) = a · b+ a · b, (a+ b) · c = a · c+ b · c

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A.

Åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, òî A íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâ-

íûì êîëüêîì. Åñëè ê òîìó æå ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ A îáðà-
òèì, òî A íàçûâàåòñÿ ïîëåì. (Ýòè äâà óñëîâèÿ âìåñòå ðàâíîñèëüíû
òîìó, ÷òî A∗ = A\{0} ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.)
Âñå ïðèâåäåííûå â ñàìîì íà÷àëå ìíîæåñòâà êðîìå ìíîæåñòâà

ìàòèðèö Matn(R) ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè. Ìíîæå-
ñòâî ìàòðèö Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåêîììóòàòèâíîãî êîëü-
öà. Íàêîíåö, âåùåñòâåííûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (íî íå öåëûå!)
ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.
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Çàäà÷à 1. ßâëÿþòñÿ ëè êîëüöàìè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (îòíîñè-
òåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, åñëè îíè íå
óêàçàíû ÿâíî):

(1) íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
(2) ÷åòíûå öåëûå ÷èñëà;
(3) íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà;
(4) èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà;
(5) ïàðû öåëûõ ÷èñåë ñ ïîêîîðäèíàòíûìè ñëîæåíèåì è óìíî-

æåíèåì;
(6) ïàðû öåëûõ ÷èñåë, ñëîæåíèå ïîêîîðäèíàòíîå, à óìíîæåíèå

çàäàíî ôîðìóëîé (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc);
(7) ïàðû öåëûõ ÷èñåë, ñëîæåíèå ïîêîîðäèíàòíîå, à óìíîæåíèå

çàäàíî ôîðìóëîé (a, b) · (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc);
(8) ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, ñëîæåíèå � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü,

óìíîæåíèå � ïåðåñå÷åíèå.

Êàêèå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?

Íåíóëåâîé ýëåìåíò a êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ äå-

ëèòåëåì íóëÿ, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ A, ÷òî
ab = 0.

Çàäà÷à 2.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå íå ñóùåñòâóåò äåëèòåëåé íóëÿ.
(2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà, ó êîòîðîãî íåò äåëèòåëåé íóëÿ,

íî îíî òåì íå ìåíåå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Çàäà÷à 3.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Zn îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì (ïðè ëþáîì n ≥ 2).

(2) Äîêàæèòå, ÷òî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïîëÿ Zp äëÿ ïðîñòîãî p ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ïîëåé, ñîñòîÿùèõ
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (êîíå÷íûìè ïîëÿìè). Â îáùåì ñëó-
÷àå êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ îáðîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Fq. Êàê ìû
óâèäèì â äàëüíåéøåì, òàêèå ïîëÿ ñóùåñòâóþò äàëåêî íå äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q.

Îïðåäåëåíèå 2. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê
ýëåìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F . Åñëè ýòîò ïîðÿäîê áåñêîíå-
÷åí (òî åñòü 1 + 1 + · · ·+ 1 6= 0 äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ),
òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå F èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ F îáîçíà÷àåòñÿ charF .
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Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè charF 6= 0 îòëè÷íà îò íóëÿ, òî
charF = p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå charFq = p 6= 0, è p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì q. (Óêà-
çàíèå: ïðèìåíèòå òåîðåìó Ëàãðàíæà.)

Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû îñòàâ-
ëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, è p = charFq.

Òîãäà q = pk, ïðè÷åì âñå ïîëÿ èç q ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû äðóã äðó-

ãó.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü F4 � ïîëå èç 4 ýëåìåíòîâ.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî charF4 = 2.
(2) Äîêàæèòå, ÷òî −1 = 1, è ÷òî a+ a = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

a ∈ F4.
(3) Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîëÿ F4, îòëè÷íûé îò 0 è 1. Äîêàæèòå,

÷òî F4 = {0, 1, a, a+ 1}.
(4) Ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ äîêàæèòå, ÷òî a2 = a + 1. (Óêàçàíèå:

Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî ïîëå íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé

íóëÿ.)
(5) Âûïèøèòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîëÿ F4.

Íèæå ìû ïðèâåäåì îáùóþ êîíñòðóêöèþ ïîñòîåíèÿ íîâûõ ïîëåé
èç óæå èçâåñòíûõ. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F îáîçíà÷èì ÷åðåç F [x] ìíî-
æåñòâî ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Ëþáîé ïîëèíîì
ñòåïåíè n èìååò âèä a0 + a1x + · · · + anx

n, ãäå ai ∈ F è ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò an îòëè÷åí îò íóëÿ. Êàê è â ñëó÷àå ïîëèíîìîâ ñ âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëèíîìû F [x] ñ êîýôôèöèåíòàìè
â ïîëå F îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
Òàê æå, êàê äëÿ ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äåëåíèå ïîëèíîìîâ â ñòîëáèê. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëèíîìîâ p(x), q(x) ∈ F [x] îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû ÷àñòíîå s(x) è îñòàòîê r(x) ïðè äåëåíèè p(x) íà q(x):

p(x) = s(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg q(x).

Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Ýâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëèíîìîâ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîì ïîëå.

Çàäà÷à 7.

(1) Ïóñòü p(x) ∈ F [x]. Äîêàæèòå, ÷òî p(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(x) äåëèòñÿ íà x− a.
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(2) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì ñòåïåíè n â F [x] íå ìîæåò èìåòü
áîëåå n êîðíåé.

(3) Ïóñòü Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè ïîëè-
íîìà xq−x � ýòî â òî÷íîñòè âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq. (Óêàçà-
íèå: Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå F ∗ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì q−1.)
Òàêèì îáðàçîì, xq − x ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåíóëåâîãî ïîëèíîìà

p(x) ∈ Fq[x], òàêîãî ÷òî p(a) = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Fq.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì p(x) ∈ Fq[x] îáëàäàåò ñâîéñòâîì
p(a) = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Fq, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí äåëèòñÿ íà xq − x.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëå F áåñêîíå÷íî, òî ïîëèíîìîâ,
îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì, íå ñóùåñòâóåò.

Ïîëèíîì p(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îí íå ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè ≥ 1. Òàêèå
ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïðîñòûõ ÷èñåë â êîëüöå öåëûõ ÷è-
ñåë.

Çàäà÷à 10.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì p(x) ∈ F [x] íå èìååò
êîðíåé â ïîëå F (òî åñòü p(a) 6= 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ F ).

(2) Ïóñòü F = F2 = Z2 � ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæè-
òå, ÷òî x2 + x + 1 � åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì
ñòåïåíè 2 â F2[x].

(3) Íàéäèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 3 è 4 â F2[x].
(4) Íàéäèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 2 è 3 â F3[x].
(5) Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìû â R[x].
Ïóñòü p(x) ∈ F [x] íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïîëèíîì ñòåïåíè

n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F [x]/(p) âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p(x). Ïî-
íÿòíî, ÷òî F [x]/(p) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî âñåìè ïîëèíîìàìè â
F [x] ñòåïåíè ≤ n−1. Êàê è â ñëó÷àå ñ öåëûìè ÷èñëàìè, ìíîæåñòâî
F [x]/(p) åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ. (×òîáû óìíîæèòü äâà îñòàòêà, èõ íóæíî ñíà÷àëà
óìíîæèòü êàê îáû÷íûå ïîëèíîìû, à ïîòîì íàéòè îñòàòîê ïðè äå-
ëåíèè íà p(x)). Òàêèì îáðàçîì, F [x]/(p) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì äëÿ ëþ-
áîãî ïîëèíîìà p(x) ñòåïåíè ≥ 1.

Òåîðåìà. Êîëüöî F [x]/(p) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîëèíîì p(x) íåïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîëèíîì p(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòå-
ëè p1(x)p2(x), òî îáà ìíîæèòåëÿ p1(x) è p2(x) ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè
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íóëÿ â êîëüöå F [x]/(p). Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå F [x]/(p) íå ìîæåò
áûòü ïîëåì.
Ïóñòü òåïåðü ïîëèíîì p(x) íåïðèâîäèì, è q(x) ∈ F [x]/(p) � ïðî-

èçâîëüíûé íåíóëåâîé îñòàòîê ïî ìîäóëþ p(x).

Çàäà÷à 11.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîìû p(x) è q(x) âçàèìíî ïðîñòû.
(2) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ïîëèíîìû r(x), s(x) ∈ F [x],

÷òî r(x)p(x) + s(x)q(x) = 1. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü àë-

ãîðèòìîì Ýâêëèäà.)

Íî â ýòîì ñëó÷àå s(x)q(x) = 1 ïî ìîäóëþ p(x). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà F [x]/(p) îáðàòèì, è îíî ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì. �

Çàäà÷à 12. Ïóñòü ïîëå F êîíå÷íî è ñîñòîèò èç q ýëåìåíòîâ. Òîãäà
êîëüöî F [x]/(p) ñîñòîèò èç qn ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå F2[x]/(x
2 + x+ 1) ñîâïàäàåò ñ ïî-

ñòðîåííûì âûøå ïîëåì F4 èç 4 ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 14. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëå R[x]/(x2+1) ñîâïàäàåò ñ ïîëåì C
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.


