ПРОБЛЕМНЫЙ СЕМИНАР для старшеклассников
(учебно- и научно-исследовательский семинар) 2016-2017
Темы (задачи) для научных исследований по 

МАТЕМАТИКЕ 

Примечания.    1) В списке тем могут быть дополнения и изменения ( см. также темы семинаров прошлых лет на сайте www.uni.bsu.by ). 
2) Участники семинара могут продолжать исследования по темам, ранее разрабатываемым в своих учебных заведениях. Для этого необходимо заявить свою тему ответственному за научный семинар и согласовать порядок работы с научным руководителем.

3) Смотрите также исследовательские задания республиканского турнира юных математиков и Минского городского турнира юных математиков (младшая лига) – на том же сайте.

1. Химики и алхимики.

 На конгресс собралось 1990 ученых – химиков и алхимиков. Химик правдив, а алхимик может и соврать. Химиков больше. За какое минимальное число вопросов можно установить, кто есть кто?

Можно рассматривать различные вариации этой задачи (по предложениям авторов).
2. Мудрецы. 
Хорошо известна следующая задача: «Три мудреца А, В и С участвуют в конкурсе на сообразительность. Ведущий просит их закрыть глаза, предупреждает, что оденет на каждого из низ красную или синюю шляпу (на самом деле одевает на каждого – красную), затем просит открыть глаза и поднять руку тех, кто видит на ком-либо из соседей красную шляпу. Естественно все трое сразу подняли руку. Задание: кто быстрее всех догадается какого цвета шляпа на его голове, тот будут победителем (своих шляп мудрецы не видят, они безошибочно могут делать различные логические рассуждения, только с разной скоростью). Мудрецы задумались; наконец, кто-то из них сказал: «Я знаю, на мне красная шляпа.» Как он рассуждал.»

Исследование состоит в следующем: изучить возможность распространения этой задачи на п мудрецов (возможно, с дополнительными условиями). В частности, для двух мудрецов задача тривиальна.
3. Необычная игра в крестики-нолики на доске m(n.   Правила игры остаются старыми, с той лишь разницей, что каждый игрок на своем ходу может поставить либо крестик, либо нолик по своему желанию. Побеждает тот, кто первый поставит ряд из трех (четырех, …) одинаковых фигур. Кто выиграет при правильной игре и почему? (Источник для случая доски 3(3 – «Командно-личный турнир школьников «Математическое многоборье», 2008-2010, МЦНМО-2012)
4.     Суммы множеств натуральных чисел

1.1. Найдите сумму всех трехзначных чисел. 

1.2. Докажите, что сумма всех шестизначных чисел равна 494999550000.

1.3. Докажите, что сумма всех п-значных чисел 
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1.4. Найдите сумму всех четных п-значных чисел 
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1.5. Найдите сумму всех п-значных чисел 
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1.6. Найдите сумму всех п-значных чисел 
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, кратных 3 (предложите общую или рекуррентную формулу или хотя бы алгоритм вычисления этой суммы).

1.7. Найдите сумму всех четырехзначных четных чисел, которые можно записать цифрами 0, 1, 2, 3, 4, 5 (одна и та же цифра в числе может повторяться).

1.8. Найдите сумму всех четырехзначных чисел, состоящих только из четных цифр (одна и та же цифра в числе может повторяться).

Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

5.     Число решений линейного диофантового уравнения

I. а) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y), линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 0, таких, что x ( [-10; 10].
б) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 0, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
в) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 1, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).

г) [3] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = c, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от c, s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).

II**. Попробуйте рассмотреть следующее обобщение этой задачи.

      а) [2 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y), линейного диофантового уравнения Аx – Вy = 0, таких, что x ( [-10; 10] (А и В – некоторые целые числа, предлагаем начать с некоторых определенных чисел, отличных от 2 и 3).
б) [3 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = 0, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
б) [3 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = С, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
III***. Попробуйте рассмотреть такие направления исследования этой задачи: 

III. 1) [4 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = С, таких, что x и y ( [s; t], s и t ( Z. Предложите общую формулу или простой алгоритм определения такого числа хотя бы дл некоторых значений А, В и С (продемонстрируйте «работу» полученной вами формулы или алгоритма на одном конкретном наборе значений А, В, С)
III. 2) [4 или более]. Рассматривая совокупность уравнений вида Аx – Вy = С, таких что целые значения А и В фиксированы, а С «пробегает» все возможные целые числа, определите число всех решений этой совокупности, попадающих в прямоугольник П = {(x, y)| x ([s; t], s и t ( Z, y ([p; q], p и q ( Z}. Геометрически это означает: сколько точек координатной плоскости с целыми координатами из прямоугольника П = [s; t] ([p; q] принадлежат множеству параллельных прямых  Аx – Вy = С, А и В – целые фиксированные, С – произвольное целое число.

6.     Разрезания

Возможно ли разрезать на равнобедренные треугольники: а) квадрат; б) прямоугольник; в) параллелограмм; г) равнобокую трапецию?

4.1. Если – да, то покажите как, если нет, то докажите. 

4.2. Дополнительно, если нет, то дайте по возможности более общие условия, при  которых фигуру можно разрезать на равнобедренные треугольники.

4.3. Дополнительно, если да, то, на какое число равнобедренных треугольников можно разрезать соответствующую фигуру, а на какое – нельзя? 


Примечание. В пункте 4.3 укажите все множество значений, на которое можно разрезать данную фигуру и как, например, покажите, что квадрат можно разрезать на любое число равнобедренных треугольников, начиная с двух. Если же на некоторое число равнобедренных треугольников нельзя разрезать, то докажите это.

Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их. Например, рассмотрите аналогичные задачи для разрезания различных фигур (прямоугольного или произвольного треугольника, квадрата, прямоугольника, трапеции, произвольного многоугольника) на равнобокие трапеции, на произвольные трапеции (например, интересно, можно ли разрезать правильный пятиугольник на трапеции?!)
7. Разрезания различных фигур на прямоугольники равных размеров (или разрезания – 2)  (причем разрезания не только прямоугольников, не только полностью, но и с остатком; способы разрезаний, виды остатков и их расположение) .  Для начала ответьте на следующие вопросы: можно ли замостить доску 10×10 прямоугольниками 1×4?
Какое наибольшее количество полосок    а) 1×5;     б) 1×6;    в) 1×7 можно вырезать из листа клетчатой бумаги размером 27×34? (Резать можно только по линиям клеток.) Какой будет при этом остаток. А если решать эту задачу для разрезания других многоугольников.
Можно ли ввести отношение эквивалентности для разрезания различных досок, классы эквивалентности, элементарные представители классов.

8. Разрезания – 3 

Предварительное замечание. Воспользуйтесь предложениями предыдущей задачи!
Исходная задача. Сколькими способами можно вырезать из квадрата 9(9 квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? (Способы вырезания, получаемые друг из друга симметрией или поворотом, будем считать различными.)

Общая постановка задачи. 

1.  Для каких натуральных чисел п из квадрата п(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

2.  Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

3.  Рассмотрите обобщения этой задачи в следующих двух направлениях: 

а) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат р(р (р – заданное натуральное число) так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? 

б) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники s(t, где s и t – заданные натуральные числа? (Рассмотрите хотя бы некоторые случаи значений s и t.)

4. Аналогично исходной задаче во всех пунктах 1 – 3 попробуйте указать или хотя бы оценить количество способов соответствующих вырезаний.

5.  Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.

9. Задача о количестве острых и тупых углов. 

Чему равно наибольшее число острых углов в плоском (несамопересекающемся) n-угольнике? А чему может быть равно наименьшее число тупых углов? 
Примечания. Для второго вопроса возможно рассмотрение двух случаев: а) величина тупого угла лежит в интервале (90°;180° ), б) величина тупого угла лежит в интервале (90° ; 360°). Изменятся ли ответы во всех случаях, если вместе с острыми или соответственно тупыми углами рассматривать прямые углы?

А если на величины углов наложить какие-нибудь другие ограничения (предложите их сами)? А если n-угольник самопересекающийся?
10.   Суммы углов самопересекающихся многоугольников

Для начала несколько определений. Самопересекающийся  многоугольник – замкнутая ломаная линия, звенья которой могут пересекать друг друга. В противном случае многоугольник будет называться самонепересекающимся. Точки пересечения сторон многоугольника (или точки самопересечения) не являются его вершинами. Углами будем считать углы при вершинах многоугольника.

Сумму углов самопересекающегося многоугольника можно корректно определить, только для ориентированного многоугольника. Более точно:
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если каждой стороне многоугольника задать направление, т.е. указать, какую из двух определяющих ее вершин мы будем считать ее началом, а какую – концом, и притом так, чтобы начало каждой стороны было концом предыдущей,   то  получится   замкнутый   многоугольный 

путь, или ориентированный многоугольник.

В этом случае под его углом будем понимать угол между соседними сторонами, взятый с одной стороны (например, справа) относительно выбранного направления (см. рис. 1). Таким образом, сумму углов самопересекающегося многоугольника можно посчитать двояко («справа» относительно выбранного направления или «слева»). 

Рассмотрите задачу нахождения сумм углов самопересекающихся многоугольников в двух основных направлениях.

Направление 1. Определение 1. Назовем точку самопересечения многоугольника простой, если часть многоугольного пути, определенного последовательными звеньями многоугольника, начинающаяся и заканчивающейся в этой точке, не имеет других точек самопересечения. Указанную часть многоугольного пути назовем петлей самопересекающегося многоугольника (рис. 2).

Петли могут быть двух видов: внешние и внутренние (см. разные случаи на рис. 2).

Определение 2. Самопересекающийся многоугольник назовем многоугольником с петлями,  если он состоит из основной части (основного многоугольника) и нескольких петель. Основной многоугольник получается из самопересекающегося многоугольника с петлями  отбрасыванием всех петель (отсечением петель в соответствующей точке самопересечения). 

Для определенности выбор направления ориентированного многоугольника и углов будем далее осуществлять таким образом, чтобы в сумме углов учитывались внутренние углы основного многоугольника.

Рис. 2.[image: image6.png]



Задачи: 1.1) Найдите сумму углов самопересекающегося четырехугольника.

1.2) Найдите сумму углов самопересекающегося пятиугольника: а) с одной внешней петлей; б) с одной внутренней петлей.

1.3) Найдите сумму углов самопересекающегося n-угольника: а) с одной внешней петлей (двумя, тремя, … внешними петлями); б) с одной внутренней петлей (двумя, тремя, … внутренними петлями); в) с  m  внутренними и  k  внешними петлями.

1.4) Предложите свои задачи и обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Направление 2. Определение 3. Назовем самопересекающийся многоугольник правильным звездчатым, если всего его стороны равны и каждая следующая повернута в одном и том же направлении, на один и тот же угол по отношению к предыдущей.

Свойство 1. Все вершины правильного звездчатого многоугольника лежат на одной окружности (окружности, описанной около него; попробуйте это доказать!).

Существуют различные виды правильных звездчатых многоугольников даже с одинаковым количеством вершин (сторон). Будем обозначать их S(п, k), где п – число вершин (сторон) звездчатого многоугольника, k – через сколько вершин, расположенных на описанной окружности, находятся две его смежные вершины (т.е. соединенные одной стороной), если считать одну из этих смежных, k < п/2. 

Например, для звездчатого семиугольника есть два различных вида: S(7, 2) и S(7, 3) (см. рис. 3 и 4).

Задачи: 2.1) Найдите сумму углов звездчатого пятиугольника.

2.2) Найдите сумму углов звездчатых семиугольников S(7, 2) и S(7, 3).

2.3) Исследуйте общий вопрос: для каких  п и k существуют правильные звездчатые многоугольники вида S(п, k). Найдите суммы углов таких многоугольников. (Для начала попробуйте рассмотреть хотя бы некоторые частные случаи.)

2.4) Предложите свои обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Предложите свои направления исследования этой задачи и изучите их.

11. Аналитическое представление множеств точек, заданных на координатной плоскости.

Введение. Пусть на координатной плоскости задана некоторая фигура (множество точек). Под словом «задана» будем понимать точное (с математической точки зрения) описание этого множества. Или более подробно: точное описание фигуры – это такое описание, на основании которого мы можем точно сказать, принадлежит ли фигуре заданная (произвольная фиксированная) точка плоскости или нет. Например:
А) для конечной ломаной под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов (вершин) ломаной;

Б) если ломаная содержит бесконечное число звеньев, то под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов ломаной формулой общего члена или рекуррентной формулой;

В) фигура может быть представлена как объединение и(или) пересечение конечного или бесконечного множества известных (заранее заданных) геометрических фигур (отрезков, многоугольников, окружностей, кругов и т.д.), каждая из которых может быть точно описана аналогично пп. А) и Б).
Под аналитическим представлением фигуры будем понимать задание этой фигуры с помощью одной определенной формулы (функции, уравнения), в записи которой используются функции из заранее заданного множества М,  знаки арифметических операций (сложения, вычитания, умножения, деления) и композиция функций. В качестве М на начальном этапе предлагается брать множество

М = {
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где [x] и {x} – целая и дробная части числа x,
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Задание. 1) Попробуйте построить аналитическое представление отдельных фигур на плоскости: заданного отрезка, ломаной, треугольника, многоугольника (с внутренностью и без нее), круга и т.п.).
   2) Попробуйте предложить общий подход к построению аналитических представлений различных фигур.

12. Соотношения между арифметическими и геометрическими прогрессиями.


При каких условиях из геометрической прогрессии можно выделить арифметическую? (Конечную или бесконечную?!)

При каких условиях из арифметической прогрессии можно выделить геометрическую? (Конечную или бесконечную?!)

Рассмотрите другие последовательности и аналогичные задачи для них.

13.     Прогрессии и простые числа

(350.)  а) Доказать, что среди членов арифметических прогрессий 3, 7, 11, 15, 19, 23,… и 5, 11, 17, 23, 29, 35, …имеется бесконечно много простых чисел.

б) Доказать, что среди членов арифметической прогрессии 11, 21, 31, 41, 51, 61, … имеется бесконечно много простых чисел.

в) Доказать, что среди членов арифметической прогрессии 5, 9, 13, 17, 21, 25,… имеется бесконечно много простых чисел.

Имеет место и общее предположение о существовании бесконечного числа простых чисел в каждой арифметической прогрессии, первый член которой взаимно прост с ее разностью.
14. Корни специального вида рациональных уравнений  с целыми коэффициентами (а также с рациональными коэффициентами и т.д.)
1. Начальные задачи.

1.1. Докажите, что для любого натурального числа n, не являющегося точным квадратом, число 
[image: image9.wmf]п

 - иррациональное число. (Начните доказательство с частных случаев, например, n = 2, 3, 5, 6, …, но попробуйте доказать утверждение для всех n.)

1.2. (Практическая задача). Даны две бочки бесконечно большой емкости. Можно ли, пользуясь ковшами емкости
[image: image10.wmf]2

 и 2 –
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 литров, перелить из одной из них в другую ровно 1 литр воды.

1.3. Докажите, что число 
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нельзя представить в виде 
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2. Первые обобщения.

2.1. Докажите, что выражение 
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 нельзя представить в виде 
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2.2. Существуют ли такие рациональные числа p, q, r, s, что при некотором n 
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2.3.  Докажите, что любую натуральную степень числа 
[image: image17.wmf]2

– 1 можно представить в виде 
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3. Применение к решению рациональных уравнений.

3.1. Известно, что уравнение  
[image: image21.wmf]0
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 c рациональными коэффициентами имеет корнем число  
[image: image22.wmf]3
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. Найдите остальные корни этого уравнения.

3.2. Обоснуйте следующий алгоритм нахождения рациональных корней уравнения вида 
[image: image23.wmf]0

1

1

1

...

)

(

а

х

а

х

а

х

а

х

Р

п

п

п

п

+

+

+

+

=

-

-

 с целыми коэффициентами (если они, конечно, существуют): если 
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–  рациональный корень такого уравнения, то он обязательно равен 
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, где p – делитель свободного члена (т.е. 
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), а q – делитель 
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. Распространите этот алгоритм на такие же уравнения с рациональными коэффициентами.

3.3. Попробуйте определить корни вида 
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, где a, b ( Q, таких уравнений (по крайней мере, постройте алгоритмы определения таких корней). Может, вы сможете определять корни более сложного вида (например,  
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 и даже сложнее и т.п.)

Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.
15.   Последовательности из модулей 
1) Натуральные числа 
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 меньше 10000. Исходя из них строится последовательность
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 и так далее (каждое следующее число равно наименьшей из абсолютной величин попарных разностей между предыдущими числами). 

А) Верно ли, что в этой последовательности рано или поздно встретится член, равный нулю? Ответ обоснуйте.

Б) Если в п. А) ответ – да, то найдите номер первого нулевого члена последовательности (или оцените номер этого члена).

2) Пусть натуральные числа 
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 меньше некоторого фиксированного натурального числа М. Ответьте на вопросы части 1) в этом случае.

3) Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.

131) Пусть
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– произвольные три числа; 
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– абсолютные величины 
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 попарных разностей этих чисел; 
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– абсолютные величины попарных разностей чисел 
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– абсолютные величины попарных разностей чисел 
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, и т.д. Известно, что для какого-то 
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 тройка чисел 
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191) Последовательность натуральных чисел 
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 при всех 
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); продолжается последовательность до первого нуля. Известно, что каждое входящее в последовательность число не превосходит 1967. Какое наибольшее количество чисел может содержать такая последовательность?
16.     Многочлены с целыми значениями

(320.) а) Доказать, что если многочлен n-ой степени Р(х) принимает целые значения при х=0, 1, 2,…, n, то он принимает целые значения и при всех целых значениях х.
б) Доказать, что всякий многочлен степени n, принимающий при каких-то n+1 последовательных целых значениях х целые значения, принимает целое значение при всяком целом х.

в) Доказать, что если многочлен Р(х) степени n принимает целые значения при х = 0, 1, 4, 9, 16, …, n2, то он принимает целое значение и при любом целом значении х, являющемся полным квадратом ( но не обязательно принимает целые значения при всех целых х).

Привести пример многочлена, принимающего целые значения при каждом целом значении х, являющемся полным квадратом, но при некоторых других целых х принимающего дробные значения.

17.    Размещение тетрамино и пентамино     (задача 1-го М/нТЮМ, 2009)
0. На самом деле начните не с тетрамино и пентамино, а с прямоугольников и уголков из трех клеток. Остальной согласно условию!

А. Для данного прямоугольника т ( п  найти число Т(т, п) непересекающихся тетрамино разного вида (или пентамино, см. рис.), которые можно разместить (вдоль линий прямоугольника)  так, чтобы не было свободного места для размещения ни одной дополнительной фигуры.

Рассмотрите задачу отдельно для каждой из следующих фигур:
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Б. Два игрока играют на доске прямоугольной формы размером т ( п, расставляя по очереди тетрамино (пентамино как в пункте А). Проигрывает тот, у которого нет хода. Исследуйте эту игру: кто выигрывает на конкретных досках, какой стратегии он должен придерживаться и т.п.

Или по другому:
А. Задача о неплотной расстановке пентамино

а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

в) Исследуйте общую задачу о максимально неплотной расстановке фигурок типа «пентамино» на прямоугольных досках m × n (оцените количественные характеристики таких упаковок, возможные методы и алгоритмы упаковок и т.п.).

г) Два игрока играют на доске m × n по следующим правилам: каждый из них по очереди выставляет, если возможно на доску пентамино. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его соперник? Исследуйте игру при различных занчениях m и n. 

д) Предложите свои направления или обобщения в этой задачи и исследуйте их.

Ответы для первых двух пунктов: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.
18. Необычные представления натуральных чисел (а может: «Необычная система счисления – позиционная или нет?!»)

· Докажите, что любое натуральное число представимо в виде суммы одного или нескольких слагаемых вида 2s3t, где s и t – целые неотрицательные числа, причем среди слагаемых нет таких, что одно делит другое. К примеру: 23 = 9 + 8 + 6.

· Можно ли 2 и 3 в таком представлении заменить на какие-нибудь другие числа, если условие представления любого натурального числа заменить на условие: «начиная с некоторого места».

· Изучите свойства таких представлений (например, единственность, свойства суммы, произведения представлений, возможность «условно-позиционной записи» и т.п.)
19. Необычные деления – 1 
(ВсМО-144) Докажите, что для любого натурального п найдется число, составленное из цифр 1 и 2, делящееся на 2п. 
20. Необычные деления – 2  
(ВсМО-329) а) Пусть т и п – натуральные числа. Докажите, что если для некоторых неотрицательных целых чисел k1, k2, …, kп число 
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21.    Цикл нерешенных задач теории чисел        ( по мотивам П.Эрдеша)
1. Пусть 
[image: image71.wmf]n
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 - конечная последовательность положительных целых чисел. Докажите, что 
[image: image72.wmf][
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, где под знаком минимума стоит НОК двух чисел. Минимум берется по всевозможным парам, выбранным из последовательности. Можно ли улучшить эту оценку.  Источник задачи: нерешенный № 138 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».
2.  Пусть 
[image: image73.wmf]n
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 - конечная последовательность положительных целых чисел. Докажите, что 
[image: image74.wmf]c
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, где под знаком максимума стоит НОД двух чисел, с – констатнта. Максимум берется по всевозможным парам, выбранным из последовательности. Можно ли улучшить эту оценку. Источник задачи: нерешенный № 139 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».
3.  Попробуйте изучить другие неравенства подобного вида.
4.  Пусть 
[image: image75.wmf]n
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 - натуральные числа такие, что НОК любых двух из них больше 2n. Докажите, что а1 > [2n/3]. Источник задачи: № 364 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».
5.  Пусть 
[image: image76.wmf]n
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 - положительные целые числа такие, что ни одно из них не делится ни на какое другое из этой последовательности. Докажите, что а1 ( 2k, где k определяется неравенствами 3k  < 2n < 3k+1. Эта оценка для а1 неулучшаема. Источник задачи: № 134 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».
6. . Исследуйте другие свойства таких последовательностей.
7. (П.Эрдеш) Пусть f(n) – мощность наибольшего множества чисел из отрезка [1, n], не содержащего членов, делящих два других. Насколько большим может быть f(n) (Эрдеш)?

С другой стороны, можно задать такой вопрос: каково наибольшее количество натуральных чисел, не превосходящих п, без чисел, являющихся делителями двух других? Более общо: Эрдеш ставит вопрос о наибольшем количестве чисел, не делящимися  k  другими. В частности, при k = 1 ответ – [n/2]. 

8. Плотность последовательности натуральных чисел с НОК каждой пары меньше, чем x (Эрдеш).

Пусть A = {ai} – возможно неограниченная, строго возрастающая последовательность неотрицательных целых чисел. Количество элементов этой последовательности, не превосходящих х, обозначим А(х). Под плотностью последовательности назовем предел А(х)/х, если он существует. 

Каково максимальное значение А(х), если НОК(ai, aj) каждой пары не превосходит х. Оцените А(х).

Сравните эту задачу с предыдущими.
Лавринович Л.И.

1. Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить единственна ли она.

2. Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
[image: image77.wmf]1011
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. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

3. Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д)

4. Способы задания многоугольников. Есть различные способы задать многоугольники на плоскости. (Системы линейных неравенста, уравнения с модулями, параметрические уравнения). Найти взаимосвязь между этими формами.

5. Фигуры наибольшей площади. 1. Найдите геометрическое место точек, удовлетворяющее условию для любых двух точек множества с координатами 
[image: image78.wmf](
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 выполняется равенство 
[image: image80.wmf]1221
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 2. На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в .этой точке не превосходит 
[image: image81.wmf]a

. 

3. Рассмотреть подобную задачу в пространстве.

6. Крестики-нолики. Двое играют в игру на бесконечном листе бумаги. За ход один ставит N крестиков в любом месте. Другой – M ноликов. Последующими ходами можно ставить крестики и нолики только в клетки с уже помеченными. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Исследовать выигрышные стратегии. (Квант 1971)

7. Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
[image: image82.wmf](
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
[image: image83.wmf](
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

8. Разложение на простейшие дроби. Рассматриваются дроби вида 
[image: image84.wmf]т

1

. Можно ли представить произвольное число в виде суммы таких дробей с различными знаменателями.

9. Графики с модулем. Известно, что графиком фукции, содержащей модули от линейных выражений, является ломанная. 1. По ломанной восстановить функцию или уравнение ее задающее. 2. Определить наименьшее количество знаков модуля для задания этой ломанной. 3. Всякую ли ломанную можно задать с помощью линейного выражения с модулями.

10. Рекуррентные и аналитические последовательности. Числовой последовательностью называется функция натурального аргумента. Существует два основных способа задания числовых последовательностей 1. Аналитический. Каждый элемент последовательности задается в явном виде как функция натурального аргумента. Например 
[image: image85.wmf]2
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. 2. Рекуррентный. Каждый последующий элемент задается через несколько предыдущих. Например 
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. Для определенного вида последовательности установить возможность перехода от одного вида задания к другому.

11. Свойства делимости членов последовательности Фибоначчи
1. Рассмотрим последовательность заданную рекуррентной формулой 
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 с начальными условиями 
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. Существуют ли такие натуральные значения m и k, при которых ни один из членов последовательности не делится на 2? на 3? на 5? на 7? на 11?

2. Последовательность Фибоначчи задается условием 
[image: image91.wmf]n
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 с начальными условиями 
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. Существует ли такое натуральное число р, что ни один из членов последовательности не делится на р?

3. При каких значениях p существует последовательность из пункта 1, ни один член которой не делится на p?

4. Рассмотрите подобные задачи для последовательностей вида 
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 и более высокого порядка.

5. Предложите свои обобщения и направления в этой задаче и исследуйте их.

12. Системы неравенств
1. Найдите множество всех значений 
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 таких, что существует такое положительное число [image: image96.wmf]xR
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, что выполняется неравенство [image: image97.wmf]23

xx

x

pq

<<

.
2. Найдите все значения [image: image98.wmf]pR
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image99.wmf]12
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, что выполняется неравенство [image: image100.wmf]22
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3. Найдите все значения [image: image101.wmf]qR

Î

 такие, что существуют такие положительные числа [image: image102.wmf]12
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, что выполняется неравенство [image: image103.wmf]33
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4. Найдите все значения [image: image104.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image105.wmf]12
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, что выполняется неравенство 
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5. Найдите все значения [image: image107.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image108.wmf]123
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6. Найдите все значения [image: image110.wmf],
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 такие, что существуют такое натуральное число n и такие положительные числа [image: image111.wmf]12
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, что выполняется неравенство: 
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7. Пусть положительные числа 
[image: image113.wmf]n
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 удовлетворяют неравенствам
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a) Докажите, что n > 50.

b) Приведите пример чисел, удовлетворяющих этим неравенствам.

c) При каком наименьшем n такие числа существуют?

8. Пусть (, (, p, q – некоторые наперед заданные действительные числа. При каких натуральных значениях n найдутся n положительных чисел [image: image115.wmf]12
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, для которых будет выполняться неравенство:


[image: image116.wmf]q
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9. Рассмотрите общую постановку хотя бы для некоторых других значений n, (, (, p, q и исследуйте ее. Предложите свои обобщения задачи.
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