Проблемный семинар – 2017-2018 -

Научно-исследовательский семинар для школьников, 

XXII республиканская летняя научно-исследовательская школа

«Бригантина‑2017», 13-30 июля 2017 года

Темы (задачи) для научных исследований по 

МАТЕМАТИКЕ 

Примечания.    1) В списке тем могут дополнения и изменения. 
2) Участники школы могут продолжать исследования по темам, ранее разрабатываемым в своих учебных заведениях.
1. Химики и алхимики.

 На конгресс собралось 2017 ученых – химиков и алхимиков. Химик правдив, а алхимик может и соврать. Химиков больше. За какое минимальное число вопросов можно установить, кто есть кто?

Можно рассматривать различные вариации этой задачи (по предложениям авторов).
2. Мудрецы. 
Хорошо известна следующая задача: «Три мудреца А, В и С участвуют в конкурсе на сообразительность. Ведущий просит их закрыть глаза, предупреждает, что оденет на каждого из низ красную или синюю шляпу (на самом деле одевает на каждого – красную), затем просит открыть глаза и поднять руку тех, кто видит на ком-либо из соседей красную шляпу. Естественно все трое сразу подняли руку. Задание: кто быстрее всех догадается какого цвета шляпа на его голове, тот будут победителем (своих шляп мудрецы не видят, они безошибочно могут делать различные логические рассуждения, только с разной скоростью). Мудрецы задумались; наконец, кто-то из них сказал: «Я знаю, на мне красная шляпа.» Как он рассуждал.»

Исследование состоит в следующем: изучить возможность распространения этой задачи на п мудрецов (возможно, с дополнительными условиями). В частности, для двух мудрецов задача тривиальна.
3. Необычная игра в крестики-нолики на доске m(n.   Правила игры остаются старыми, с той лишь разницей, что каждый игрок на своем ходу может поставить либо крестик, либо нолик по своему желанию. Побеждает тот, кто первый поставит ряд из трех (четырех, …) одинаковых фигур. Кто выиграет при правильной игре и почему? (Источник для случая доски 3(3 – «Командно-личный турнир школьников «Математическое многоборье», 2008-2010, МЦНМО-2012)
4.  Переливания – 2     (в пп. А), Б), В) можно попытаться решать и в младших классах, п. Г) не раньше 8-9 класса)

А) «Имеется семь одинаковых стаканов с водой: первый стакан заполнен водой наполовину, второй на треть, третий на четверть, четвертый на одну пятую, пятый на одну восьмую, шестой – на одну девятую, и седьмой на одну десятую. Разрешается переливать воду из одного стакана в другой или переливать воду из одного стакана в другой до тех пор, пока тот не заполнится доверху. Может ли после нескольких переливаний какой-нибудь стакан оказаться наполненным:

а) на одну двенадцатую;                     б) на одну шестую»; (Интересна идея – в задаче № 33 из сб. «Всеросс. олим. школьн. по мат. 1993-2006»:

в) вообще – какие численные значения объема можно получить?!

Б) (Общие постановки)   Пусть имеется несколько одинаковых сосудов (три, четыре, пять, …) наполненных на р1, р2, р3, …, жидкостью (все рi ( Q, 0 < рi  < 1). Найти все множество значений т/п такие, что можно некоторой последовательностью переливаний получить сосуд, заполненный на т/п (0 < т/п < 1, т, п ( N). Для решения этой задачи нужно будет подробно изучить различные комбинации переливаний, по существу понять что мы можем добавить в некоторый стакан (или сосуд), что из него отнять (своеобразное «сложение» и «вычитание»), как все это зависит от исходной комбинации стаканов (сосудов) и их заполненности. 

В) А если рi ( Q(
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). Изучить не только множество получаемых значений за k шагов (операций), но и возможность получения сколь угодно малых значений объемов жидкости в каком-либо сосуде (и скорость такого получения).

Г) Дав соответствующие определения системы сосудов, разрешенных операций, общей «схемы» переливаний в системе, изучить устойчивость этой схемы (системы) в зависимости от малых изменений начальных объемов.

5.     Разрезания

Возможно ли разрезать на равнобедренные треугольники: а) квадрат; б) прямоугольник; в) параллелограмм; г) равнобокую трапецию?

4.1. Если – да, то покажите как, если нет, то докажите. 

4.2. Дополнительно, если нет, то дайте по возможности более общие условия, при  которых фигуру можно разрезать на равнобедренные треугольники.

4.3. Дополнительно, если да, то, на какое число равнобедренных треугольников можно разрезать соответствующую фигуру, а на какое – нельзя? 


Примечание. В пункте 4.3 укажите все множество значений, на которое можно разрезать данную фигуру и как, например, покажите, что квадрат можно разрезать на любое число равнобедренных треугольников, начиная с двух. Если же на некоторое число равнобедренных треугольников нельзя разрезать, то докажите это.

Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их. Например, рассмотрите аналогичные задачи для разрезания различных фигур (прямоугольного или произвольного треугольника, квадрата, прямоугольника, трапеции, произвольного многоугольника) на равнобокие трапеции, на произвольные трапеции (например, интересно, можно ли разрезать правильный пятиугольник на трапеции?!)
9. Задача о количестве острых и тупых углов. 

Чему равно наибольшее число острых углов в плоском (несамопересекающемся) n-угольнике? А чему может быть равно наименьшее число тупых углов? 
Примечания. Для второго вопроса возможно рассмотрение двух случаев: а) величина тупого угла лежит в интервале (90°;180° ), б) величина тупого угла лежит в интервале (90° ; 360°). Изменятся ли ответы во всех случаях, если вместе с острыми или соответственно тупыми углами рассматривать прямые углы?

А если на величины углов наложить какие-нибудь другие ограничения (предложите их сами)? А если n-угольник самопересекающийся?
10.   Суммы углов самопересекающихся многоугольников

Для начала несколько определений. Самопересекающийся  многоугольник – замкнутая ломаная линия, звенья которой могут пересекать друг друга. В противном случае многоугольник будет называться самонепересекающимся. Точки пересечения сторон многоугольника (или точки самопересечения) не являются его вершинами. Углами будем считать углы при вершинах многоугольника.

Сумму углов самопересекающегося многоугольника можно корректно определить, только для ориентированного многоугольника. Более точно:
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если каждой стороне многоугольника задать направление, т.е. указать, какую из двух определяющих ее вершин мы будем считать ее началом, а какую – концом, и притом так, чтобы начало каждой стороны было концом предыдущей,   то  получится   замкнутый   многоугольный 

путь, или ориентированный многоугольник.

В этом случае под его углом будем понимать угол между соседними сторонами, взятый с одной стороны (например, справа) относительно выбранного направления (см. рис. 1). Таким образом, сумму углов самопересекающегося многоугольника можно посчитать двояко («справа» относительно выбранного направления или «слева»). 

Рассмотрите задачу нахождения сумм углов самопересекающихся многоугольников в двух основных направлениях.

Направление 1. Определение 1. Назовем точку самопересечения многоугольника простой, если часть многоугольного пути, определенного последовательными звеньями многоугольника, начинающаяся и заканчивающейся в этой точке, не имеет других точек самопересечения. Указанную часть многоугольного пути назовем петлей самопересекающегося многоугольника (рис. 2).

Петли могут быть двух видов: внешние и внутренние (см. разные случаи на рис. 2).

Определение 2. Самопересекающийся многоугольник назовем многоугольником с петлями,  если он состоит из основной части (основного многоугольника) и нескольких петель. Основной многоугольник получается из самопересекающегося многоугольника с петлями  отбрасыванием всех петель (отсечением петель в соответствующей точке самопересечения). 

Для определенности выбор направления ориентированного многоугольника и углов будем далее осуществлять таким образом, чтобы в сумме углов учитывались внутренние углы основного многоугольника.

Рис. 2.[image: image2.png]



Задачи: 1.1) Найдите сумму углов самопересекающегося четырехугольника.

1.2) Найдите сумму углов самопересекающегося пятиугольника: а) с одной внешней петлей; б) с одной внутренней петлей.

1.3) Найдите сумму углов самопересекающегося n-угольника: а) с одной внешней петлей (двумя, тремя, … внешними петлями); б) с одной внутренней петлей (двумя, тремя, … внутренними петлями); в) с  m  внутренними и  k  внешними петлями.

1.4) Предложите свои задачи и обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Направление 2. Определение 3. Назовем самопересекающийся многоугольник правильным звездчатым, если всего его стороны равны и каждая следующая повернута в одном и том же направлении, на один и тот же угол по отношению к предыдущей.

Свойство 1. Все вершины правильного звездчатого многоугольника лежат на одной окружности (окружности, описанной около него; попробуйте это доказать!).

Существуют различные виды правильных звездчатых многоугольников даже с одинаковым количеством вершин (сторон). Будем обозначать их S(п, k), где п – число вершин (сторон) звездчатого многоугольника, k – через сколько вершин, расположенных на описанной окружности, находятся две его смежные вершины (т.е. соединенные одной стороной), если считать одну из этих смежных, k < п/2. 

Например, для звездчатого семиугольника есть два различных вида: S(7, 2) и S(7, 3) (см. рис. 3 и 4).

Задачи: 2.1) Найдите сумму углов звездчатого пятиугольника.

2.2) Найдите сумму углов звездчатых семиугольников S(7, 2) и S(7, 3).

2.3) Исследуйте общий вопрос: для каких  п и k существуют правильные звездчатые многоугольники вида S(п, k). Найдите суммы углов таких многоугольников. (Для начала попробуйте рассмотреть хотя бы некоторые частные случаи.)

2.4) Предложите свои обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Предложите свои направления исследования этой задачи и изучите их.

11. Аналитическое представление множеств точек, заданных на координатной плоскости.

Введение. Пусть на координатной плоскости задана некоторая фигура (множество точек). Под словом «задана» будем понимать точное (с математической точки зрения) описание этого множества. Или более подробно: точное описание фигуры – это такое описание, на основании которого мы можем точно сказать, принадлежит ли фигуре заданная (произвольная фиксированная) точка плоскости или нет. Например:
А) для конечной ломаной под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов (вершин) ломаной;

Б) если ломаная содержит бесконечное число звеньев, то под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов ломаной формулой общего члена или рекуррентной формулой;

В) фигура может быть представлена как объединение и(или) пересечение конечного или бесконечного множества известных (заранее заданных) геометрических фигур (отрезков, многоугольников, окружностей, кругов и т.д.), каждая из которых может быть точно описана аналогично пп. А) и Б).
Под аналитическим представлением фигуры будем понимать задание этой фигуры с помощью одной определенной формулы (функции, уравнения), в записи которой используются функции из заранее заданного множества М,  знаки арифметических операций (сложения, вычитания, умножения, деления) и композиция функций. В качестве М на начальном этапе предлагается брать множество

М = {
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Задание. 1) Попробуйте построить аналитическое представление отдельных фигур на плоскости: заданного отрезка, ломаной, треугольника, многоугольника (с внутренностью и без нее), круга и т.п.).
   2) Попробуйте предложить общий подход к построению аналитических представлений различных фигур.

12. Соотношения между арифметическими и геометрическими прогрессиями.


При каких условиях из геометрической прогрессии можно выделить арифметическую? (Конечную или бесконечную?!)

При каких условиях из арифметической прогрессии можно выделить геометрическую? (Конечную или бесконечную?!)

Рассмотрите другие последовательности и аналогичные задачи для них.

14. Корни специального вида рациональных уравнений  с целыми коэффициентами (а также с рациональными коэффициентами и т.д.)
1. Начальные задачи.

1.1. Докажите, что для любого натурального числа n, не являющегося точным квадратом, число 
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 - иррациональное число. (Начните доказательство с частных случаев, например, n = 2, 3, 5, 6, …, но попробуйте доказать утверждение для всех n.)

1.2. (Практическая задача). Даны две бочки бесконечно большой емкости. Можно ли, пользуясь ковшами емкости
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 и 2 –
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 литров, перелить из одной из них в другую ровно 1 литр воды.

1.3. Докажите, что число 
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нельзя представить в виде 
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, где p, q, r - рациональные числа.

2. Первые обобщения.

2.1. Докажите, что выражение 
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 нельзя представить в виде 
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2.2. Существуют ли такие рациональные числа p, q, r, s, что при некотором n 
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2.3.  Докажите, что любую натуральную степень числа 
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– 1 можно представить в виде 
[image: image14.wmf]1

-

-

N

N

, где N  цело число. (Так, например, 
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3. Применение к решению рациональных уравнений.

3.1. Известно, что уравнение  
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 c рациональными коэффициентами имеет корнем число  
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. Найдите остальные корни этого уравнения.

3.2. Обоснуйте следующий алгоритм нахождения рациональных корней уравнения вида 
[image: image19.wmf]0

1

1

1

...

)

(

а

х

а

х

а

х

а

х

Р

п

п

п

п

+

+

+

+

=

-

-

 с целыми коэффициентами (если они, конечно, существуют): если 
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–  рациональный корень такого уравнения, то он обязательно равен 
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, где p – делитель свободного члена (т.е. 
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), а q – делитель 
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. Распространите этот алгоритм на такие же уравнения с рациональными коэффициентами.

3.3. Попробуйте определить корни вида 
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, где a, b ( Q, таких уравнений (по крайней мере, постройте алгоритмы определения таких корней). Может, вы сможете определять корни более сложного вида (например,  
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 и даже сложнее и т.п.)

Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.
15.   Последовательности из модулей 
1) Натуральные числа 
[image: image29.wmf]2

1

,

x

x

 меньше 10000. Исходя из них строится последовательность
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 и так далее (каждое следующее число равно наименьшей из абсолютной величин попарных разностей между предыдущими числами). 

А) Верно ли, что в этой последовательности рано или поздно встретится член, равный нулю? Ответ обоснуйте.

Б) Если в п. А) ответ – да, то найдите номер первого нулевого члена последовательности (или оцените номер этого члена).

2) Пусть натуральные числа 
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 меньше некоторого фиксированного натурального числа М. Ответьте на вопросы части 1) в этом случае.

3) Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.

131) Пусть
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– абсолютные величины 
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 попарных разностей этих чисел; 
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– абсолютные величины попарных разностей чисел 
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– абсолютные величины попарных разностей чисел 
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191) Последовательность натуральных чисел 
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); продолжается последовательность до первого нуля. Известно, что каждое входящее в последовательность число не превосходит 1967. Какое наибольшее количество чисел может содержать такая последовательность?
16.     Многочлены с целыми значениями

(320.) а) Доказать, что если многочлен n-ой степени Р(х) принимает целые значения при х=0, 1, 2,…, n, то он принимает целые значения и при всех целых значениях х.
б) Доказать, что всякий многочлен степени n, принимающий при каких-то n+1 последовательных целых значениях х целые значения, принимает целое значение при всяком целом х.

в) Доказать, что если многочлен Р(х) степени n принимает целые значения при х = 0, 1, 4, 9, 16, …, n2, то он принимает целое значение и при любом целом значении х, являющемся полным квадратом ( но не обязательно принимает целые значения при всех целых х).

Привести пример многочлена, принимающего целые значения при каждом целом значении х, являющемся полным квадратом, но при некоторых других целых х принимающего дробные значения.

17.    Размещение тетрамино и пентамино     (задача 1-го М/нТЮМ, 2009)
0. На самом деле начните не с тетрамино и пентамино, а с прямоугольников и уголков из трех клеток. Остальной согласно условию!

А. Для данного прямоугольника т ( п  найти число Т(т, п) непересекающихся тетрамино разного вида (или пентамино, см. рис.), которые можно разместить (вдоль линий прямоугольника)  так, чтобы не было свободного места для размещения ни одной дополнительной фигуры.

Рассмотрите задачу отдельно для каждой из следующих фигур:
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Б. Два игрока играют на доске прямоугольной формы размером т ( п, расставляя по очереди тетрамино (пентамино как в пункте А). Проигрывает тот, у которого нет хода. Исследуйте эту игру: кто выигрывает на конкретных досках, какой стратегии он должен придерживаться и т.п.

Или по другому:
А. Задача о неплотной расстановке пентамино

а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

в) Исследуйте общую задачу о максимально неплотной расстановке фигурок типа «пентамино» на прямоугольных досках m × n (оцените количественные характеристики таких упаковок, возможные методы и алгоритмы упаковок и т.п.).

г) Два игрока играют на доске m × n по следующим правилам: каждый из них по очереди выставляет, если возможно на доску пентамино. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его соперник? Исследуйте игру при различных значениях m и n. 

д) Предложите свои направления или обобщения в этой задачи и исследуйте их.

Ответы для первых двух пунктов: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.
18. Необычные представления натуральных чисел (а может: «Необычная система счисления – позиционная или нет?!»)

· Докажите, что любое натуральное число представимо в виде суммы одного или нескольких слагаемых вида 2s3t, где s и t – целые неотрицательные числа, причем среди слагаемых нет таких, что одно делит другое. К примеру: 23 = 9 + 8 + 6.

· Можно ли 2 и 3 в таком представлении заменить на какие-нибудь другие числа, если условие представления любого натурального числа заменить на условие: «начиная с некоторого места».

· Изучите свойства таких представлений (например, единственность, свойства суммы, произведения представлений, возможность «условно-позиционной записи» и т.п.)
19. Необычные деления – 1 
(ВсМО-144) Докажите, что для любого натурального п найдется число, составленное из цифр 1 и 2, делящееся на 2п. 
20. Необычные деления – 2  
(ВсМО-329) а) Пусть т и п – натуральные числа. Докажите, что если для некоторых неотрицательных целых чисел k1, k2, …, kп число 
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Лавринович Л.И.

1. Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить единственна ли она.

2. Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
[image: image67.wmf]1011
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. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

3. Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д.)

4. Фигуры наибольшей площади.  На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в .этой точке не превосходит 
[image: image68.wmf]a
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5. Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
[image: image70.wmf](
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

6. Графики с модулем. Известно, что графиком функции, содержащей модули от линейных выражений, является ломанная. 1. По ломанной восстановить функцию или уравнение ее задающее. 2. Определить наименьшее количество знаков модуля для задания этой ломанной. 3. Всякую ли ломанную можно задать с помощью линейного выражения с модулями.

7. Рекуррентные и аналитические последовательности. Числовой последовательностью называется функция натурального аргумента. Существует два основных способа задания числовых последовательностей 1. Аналитический. Каждый элемент последовательности задается в явном виде как функция натурального аргумента. Например 
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. 2. Рекуррентный. Каждый последующий элемент задается через несколько предыдущих. Например 
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. Для определенного вида последовательности установить возможность перехода от одного вида задания к другому.

9. Системы неравенств
1. Найдите множество всех значений 
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2. Найдите все значения [image: image77.wmf]pR
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image78.wmf]12
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3. Найдите все значения [image: image80.wmf]qR

Î

 такие, что существуют такие положительные числа [image: image81.wmf]12
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4. Найдите все значения [image: image83.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image84.wmf]12
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[image: image85.wmf]q

x

x

x

x

p

x

x

3

2

3

1

2

1

2

2

2

1

+

<

+

<

+

.
5. Найдите все значения [image: image86.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image87.wmf]123
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, что выполняется неравенство [image: image88.wmf]222333

123123

123

xxxxxx

xxx

pq

++++

<++<

.
6. Найдите все значения [image: image89.wmf],
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 такие, что существуют такое натуральное число n и такие положительные числа [image: image90.wmf]12
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, что выполняется неравенство: 
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7. Пусть положительные числа 
[image: image92.wmf]n
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 удовлетворяют неравенствам
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a) Докажите, что n > 50.

b) Приведите пример чисел, удовлетворяющих этим неравенствам.

c) При каком наименьшем n такие числа существуют?

8. Пусть (, (, p, q – некоторые наперед заданные действительные числа. При каких натуральных значениях n найдутся n положительных чисел [image: image94.wmf]12
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, для которых будет выполняться неравенство:
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9. Рассмотрите общую постановку хотя бы для некоторых других значений n, (, (, p, q и исследуйте ее. Предложите свои обобщения задачи.
10.  Многоэтажные дроби. Рассмотрим выражение вида

[image: image96.wmf]123
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где 
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 – натуральные числа. При различном расставлении скобок данное выражение будет принимать различные значения. Для конкретных значений n определить сколько различных значений может принимать данное выражение. И обратно, для данного рационального числа определить все дроби n-го порядка, равные этому числу.

11. Разрезание треугольников. В данном треугольнике через данную точку провести прямую отсекающую от треугольника треугольник площади 
[image: image98.wmf]1
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. Для фиксированных значений n определить количество таких прямых.
Чернов С.Ю.

1. Шоколадка

Мальчик Коля пришёл в магазин выбирать шоколадку в поход. Так как вкусам своих товарищей он не видел возможности угодить, то Коля решил из всех шоколадок выбрать ту, которую проще всего поделить поровну. А именно, пусть шоколадка представляет собой прямоугольник a×b, a, b ( N, состоящий из a×b долек. Колю интересуют те формы шоколадок, где число долек делится поровну между участниками похода. Но вот беда, Коля точно не знает, сколько людей идёт в поход.

1) Считая, что в походе с одинаковой вероятностью могут оказаться от 2 до 10 человек, найдите все такие формы шоколадок из не более чем 100 долек, количество долек в которых с наибольшей вероятностью будет делиться на количество участников похода. Сколько различных конфигураций подойдёт? А если не более 50-ти долек?

2) При заданных ограничениях на размер шоколадки и на количество участников похода, те шоколадки, которые с наибольшей вероятностью делятся поровну, будем называть оптимальными. Решение с наименьшим числом долек будем назвать минимальной оптимальной шоколадкой.

а) Покажите, что при фиксированном максимальном числе участников похода и росте ограничения на число шоколадок размер минимальной оптимальной шоколадки стабилизируется. Как описать размер (количество долек) минимальной шоколадки в зависимости от ограничения на число человек? Оцените, с какого места ограничение на размер не имеет значения.

б) Покажите, что при фиксированной верхней оценке на размер шоколадки и росте возможного числа людей, количество долек в минимальной шоколадке стабилизируется. Опишите и оцените размер минимальной шоколадки после стабилизации.


в) Сколько различных конфигураций для минимальных шоколадок из пунктов а) и б)?

3) Опишите алгоритм построения оптимальной шоколадки при заданных ограничениях. Какова сложность Вашего алгоритма?

4) Допустим теперь, что в магазине бывают не все шоколадки, а только вида a×b, где b ≥ a ≥ ( ( b, для некоторого фиксированного ( ≤ 1. Изменится ли количество долек в минимальной оптимальной шоколадке с таким условием? Оцените количество оптимальных шоколадок, удовлетворяющих этому условию.

5) Рассмотрим ситуацию, когда каждый из d людей, которым Коля предложил идти в поход, пойдут в него — i-ый с вероятностью id ≤ 1. Будучи несколько ленивым, Коля хочет найти не самое оптимальное, а (‑оптимальное решение, то есть такую шоколадку, которая делится нацело между участниками с вероятностью в (  ≤ 1 раз меньше, чем для оптимальной шоколадки. Предложите свои варианты решения этой задачи, если:

а) Для всякого 1≤i≤d, pi = p< 1.

б) (  достаточно маленькое ((  = 1/100 ).

2. Геометрическая вероятность

Пункты этой задачи связаны с расположениями различных случайно взятых геометрических фигур.

Что в каждом конкретном случае следует подразумевать под случайной фигурой того или иного вида, находится во власти решающего задачу, хотя, безусловно, требует обоснований. Одно можно сказать наверняка: вероятность – это число от 0 до 1.

1) Пусть на плоскости задана квадратная решётка со стороной 1. Возьмём число ε> 0 и вокруг точек решётки построим круги радиуса ε. Какова вероятность для случайной точки не попасть в объединение этих кругов?

2) На плоскость, расчерченную параллельными прямыми на расстоянии h друг от друга падает случайный отрезок длины меньшей или равной a. Какова вероятность того, что этот отрезок пересечёт какую-то прямую? А каково математическое ожидание числа точек пересечения?

3) Та же задача, но теперь вместо отрезка на плоскость попадает крестик – пара отрезков одинаковой фиксированной длины a, пересекающихся в своих центрах и перпендикулярных друг-другу. А что будет, если угол между отрезками не равен π/2?

4) Пусть дан некий круг радиуса r. Какова вероятность того, что конец отрезка длины a лежит за пределами круга, если это случайный отрезок, чья середина лежит в круге?

5) Пусть плоскость замощена одинаковыми параллелограммами. На плоскость кидают случайный параллелограмм, среди тех

а) у которых площадь меньше или равна S.

б) у которых длина сторон меньше a.

в) у которых длины диагоналей меньше a.

Какова вероятность того, что вершина какого-то параллелограмма из замощения лежит в случайном параллелограмме?
Рис. 1





Рис. 3





Рис. 4
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