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Введение
Настоящая исследовательская работа изначально возникла в результате решения задачи №9 «Преобразование строк и таблиц» X республиканского турнира юных математиков. 

Условие исходной задачи.

Преобразования строк и таблиц

Задача А. Над строкой (a, b), a, b 
[image: image84.wmf]R

r

r

r

x

x

x

x

x

x

X

X

m

m

m

m

m

=

=

-

=

-

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

2

1

2

22

21

1

12

11

2

1

N, разрешается выполнять три операции α – умножение любого элемента строки на 2; β – вычитание 1 из всех элементов строки; γ – прибавление 1 ко всем элементам строки.

А.1) Покажите, что любую строку (a, b) за конечное число таких операций можно привести (преобразовать) к строке (1, 1).

А.2) Покажите, что строку (1, 1) за конечное число таких операций можно привести к любой наперед заданной строке (a, b), a, b 
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N.

Из пунктов А.1) и А.2) следует, что из любой строки (a, b) можно получить любую другую строку (c, d), a, b, c, d 
[image: image3.wmf]Î

N.

Определение. Будем говорить, что строки (a, b) и (c, d) эквивалентны, если из каждой из них можно получить другую с помощью конечной последовательности операций α, β, γ.

Задача В. Над строкой (a, b, c), a, b, c 
[image: image4.wmf]Î

N, разрешается выполнять три операции α, β и γ, определенные в задаче А.

В.1) Покажите, что любую строку (a, b, c) за конечное число таких операций можно привести (преобразовать) к строке (1, 1, 1).

В.2) Верно ли, что из строки (1, 1, 1) за конечное число операций можно получить любую наперед заданную строку (a, b, c), a, b, c 
[image: image5.wmf]Î

N?

Если утверждение В.2) верно, то укажите последовательность операций (опишите алгоритм), с помощью которой этого можно добиться. В этом случае, как и в задаче А, можно говорить об эквивалентности всех троек натуральных чисел.

Если утверждение В.2) неверно, то докажите это. В этом случае можно построить множество троек, эквивалентных тройке (1, 1, 1). Такое множество будем называть классом эквивалентности, одним из представителей которого является тройка (1, 1, 1). Попробуйте описать это множество, т.е. указать, какие тройки принадлежат этому множеству, а какие нет. (Требуемое описание может быть сделано по вашему усмотрению, например, выражаться рекуррентными формулами или какой-то общей формулой и т.п.). Те тройки, которые не являются эквивалентными (1, 1, 1), в свою очередь должны разбиваться на классы эквивалентности, представителями которых будут отдельные тройки.

В.3) Изучите в таком случае разбиение множества всех троек на классы эквивалентности.

В.4) Исследуйте вопросы В.1)-В.3) для строк большей длины.

Задача С. Над строкой (a, b), a, b 
[image: image6.wmf]Î

N, разрешается выполнять только две операции из описанных выше: α – умножение любого элемента строки на 2 и β – вычитание 1 из всех элементов строки.

С.1) Исследуйте вопросы задачи А в этом случае.

С.2) Исследуйте вопросы задачи В в этом случае.

С.3) Предложите свои направления и обобщения в этой задаче и исследуйте их. Например, одним из обобщений может быть следующее.

Задача D. Определим операции типа α, β и γ над элементами столбцов и строк таблицы натуральных чисел размером m×n (хотя бы для небольших значений m и n). Более точно, пусть операция α – умножение всех элементов некоторого столбца таблицы на 2; а β и γ – вычитание и прибавление 1 ко всем элементам некоторой строки таблицы соответственно. Изучите вопросы предыдущих задач для таблиц натуральных чисел.

По окончанию турнира, мы решили не останавливаться на достигнутых результатах и продолжить исследовательскую работу, взяв исходное условие за основу более общей задачи. В ходе решения такой задачи, мы получили ряд интересных результатов. Мы не стали акцентировать внимание на частных и неинтересных пунктах исходной задачи (хотя они являлись промежуточными шагами нашего решения), а сразу перешли к общей постановке и результатам. Стоит отметить, что на данном этапе имеется большое количество направлений для исследования, некоторые из которых приведены в конце работы. Мы планируем и в дальнейшем заниматься исследованием в рамках данной задачи и надеемся получить ещё больше интересных и полезных результатов.
Основная часть.

В нашей работе мы будем исследовать строки и таблицы натуральных чисел. И строки и таблицы мы будем обозначать заглавными латинскими буквами с одним или двумя нижними индексами соответственно. Однако, часто для краткости записи нижние индексы будем опускать, в случаях, когда это не вызовет разночтений. Таким образом, строку будем записывать так: X = Xn = (x1, x2,…, xn), где xi
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N, i
[image: image8.wmf]Î

{1, 2,…, n}. Соответственно, таблицу размерами n×m, где n – число строк длины m:

	Mnm=
	x11
	x12
	…
	x1m

	
	x21
	x22
	…
	x2m

	
	…
	…
	…
	…

	
	xn1
	xn2
	…
	xnm


где xij
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N, i
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{1, 2,…, n}, j
[image: image11.wmf]Î

{1, 2,…, m}.

Определение. Назовем строку вида Xn = (1, 1,…, 1, 1) единичной; аналогично назовем единичной таблицу, все элементы которой равны 1. 

Пусть над строками или таблицами можно проводить некоторый набор операций. Если используя этот набор операций из строки (таблицы) A можно получить строку (таблицу) B, и наоборот, то будем говорить, что при заданных операциях строки (таблицы) A и B эквивалентны.

Определение. Множество всех строк (таблиц), которые можно получить друг из друга, используя заданный набор операций, назовем классом эквивалентности.

Задача состоит в том, чтобы для заданных наборов операций найти разбиения всех строк (таблиц) на классы эквивалентности, или показать, что, при заданном наборе операций, строки (таблицы) не разбиваются на классы эквивалентности, например, если из А можно получить В, но не наоборот. 

Пусть над строками можно выполнять следующие операции:

· Вычитание единицы из всех чисел строки;

· Умножение выбранного элемента строки на два.

Покажем, что в этом случае все строки эквивалентны. Для этого покажем, что любую строку можно привести к единичной и наоборот.

Алгоритм первый (А1) преобразования произвольной строки к единичной:

1) Если в строке есть элементы равные 1, то умножаем их на 2.

2) Отнимаем 1 от всей строки.

3) Повторяем операции 1-2 до тех пор, пока все числа строки не станут равны 1.

Поясним, почему мы проделываем данные преобразования. После первой операции все элементы строки станут больше либо равны 2, и поэтому при вычитании из них 1 (второй шаг алгоритма) они всё равно останутся натуральными числами. В результате первого и второго действий, все элементы строки, кроме равных 1, уменьшатся на 1. Таким  образом, повторяя операции 1-2, мы уменьшаем все числа отличные от 1. Поскольку все числа в изначальной строке конечны, то за конечное число операций все числа станут равны 1.

Пример:
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Таким образом, приведённый выше алгоритм приводит любую наперёд заданную строку к единичной, за конечное число заданных операций. 
Алгоритм второй (А2) преобразования единичной строки к любой наперёд заданной:

Для этого сначала решим обратную задачу: как, используя вспомогательные операции прибавления единицы ко всей строке и деления элемента строки на два, из заданной строки получить единичную?

Часть I:

1) Прибавим 1 ко всей строке.

2) Будем делить все чётные числа, до тех пор, пока все они не станут нечетными.

3) Будем повторять операции 1-2, до тех пор, пока все элементы строки не станут равными 1.

Покажем, что данный алгоритм корректен и приводит к требуемому результату. Поскольку на втором шаге мы делим на 2 только чётные элементы, то использование операции деления на 2 не выведет нас за натуральные числа. За каждую пару операций 1-2 мы будем уменьшать не равные 1 элементы, так как 
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 (очевидно, что если мы поделим число не на 2, а на какую-либо степень 2-ки,  то неравенство сохраниться). Уменьшая таким образом натуральные элементы строки мы в конечном итоге получим строку состоящую из одних 1.

Заметим, что изначально заданные операции являются обратными к введённым вспомогательным. Действительно, если мы можем разделить число на 2 (
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), то для того чтобы получить исходное число нужно результат умножить на 2 (
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). Если, к натуральному числу прибавляем 1, то затем вычитая из полученного числа 1, мы получим исходное натуральное число.

Часть II:

Пусть у нас после первой части алгоритма имеется некоторый набор шагов,  тогда

4) Заменим операцию деления на два операцией умножения на два.

5) Заменим операцию прибавления единицы операцией вычитания единицы.

6) Проведем предыдущую часть алгоритма в обратном порядке. 

Как было показано, если все вспомогательные операции мы применяли к натуральным числам, то и результатом применения исходных операций тоже будут натуральные числа.  Понятно, что данный алгоритм приведёт нас к нужному результату, так как мы совершаем обратные операции, то будем получать числа, которые получали в первой части алгоритма, причем будем получать их в обратном порядке, а значит, мы постепенно придем к необходимой строке.

Пример:

5,2
[image: image26.wmf]¾

®

¾

+

1

6,3
[image: image27.wmf]¾

®

¾

¸

2

3,3
[image: image28.wmf]¾

®

¾

+

1

4,4
[image: image29.wmf]¾

®

¾

¸

2

4,2
[image: image30.wmf]¾

®

¾

¸

2

2,1
[image: image31.wmf]¾

®

¾

¸

2

1,1
[image: image32.wmf]¾

®

¾

´

2

2,1
[image: image33.wmf]¾

®

¾

´

2

4,2
[image: image34.wmf]¾

®

¾

´

2

4,4
[image: image35.wmf]¾

®

¾

-

1

3,3
[image: image36.wmf]¾

®

¾

´

2

6,3
[image: image37.wmf]¾

®

¾

-

1

5,2
Итак, в первой части мы привели заданную строку к единичной. Заметим, что мы использовали вспомогательные операции деления на 2 и прибавления 1, только для того, чтобы узнать количество и последовательность операций умножения на 2 и вычитания 1, которые потребовались нам во второй части алгоритма А2.

Таким образом, мы получили алгоритм для преобразования единичной строки, к любой другой, за конечное число действий, используя набор из двух операций операции.

Теперь легко показать, что все строки эквивалентны. Действительно чтобы из произвольной строки А получить произвольную строку В, можно сначала из строки А получить единичную строку, используя алгоритм А1, а затем из единичной получить строку В, используя алгоритм А2.

Вывод: Таким образом, все строки, состоящие из n чисел эквивалентны при наборе из двух операций: вычитания 1 и умножения на 2. Понятно, что строки эквивалентны и когда кроме этих 2-ух операций заданы ещё некоторые дополнительные.

Перейдем к рассмотрению разбиения на классы эквивалентности таблиц. Введем новое понятие. 

Определение. Будем говорить, что две строки таблицы равны, если они равны поэлементно, т.е. 
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Определение. Возьмем две строки таблицы, вычислим разность соответствующих элементов и полученную строку назовем строкой разности. Обозначим строку разности следующим образом R=(r1, r2,…, rm) 

	Mnm=
	x11
	x12
	…
	x1m

	
	x21
	x22
	…
	x2m

	
	x11-x21
	x12-x22
	…
	x1m-x2m

	
	r1
	r2
	…
	rm


[image: image1.wmf]Î


Заметим, что если все элементы строки разности равны 0, то две строки, для которых она вычислялась, равны между собой.

Пусть над таблицами можно выполнить следующие операции:

· Вычитание единицы из всех чисел выбранной строки

· Умножение всех элементов выбранного столбца на два;

Рассмотрим произвольные две строки таблицы и вычислим для них строку разности. Заметим, что если отнимать от первой строки 1 или прибавлять 1 ко второй, то все элементы строки разности будут уменьшаться на 1. Если отнимать 1 от второй строки или прибавлять 1 к первой строке, то все элементы строки разности будут увеличиваться на 1. Если умножать или делить на два столбец, то соответствующий элемент строки разности увеличится или соответственно уменьшится в два раза.

Алгоритм третий (А3) преобразования заданной таблицы к единичной:

1) Вычислим строку разности для двух первых строк таблицы (
[image: image40.wmf]1
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 и 
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X

).

2) Если строка разности имеет неположительные элементы, то:

a) Отнимаем от второй строки 1, пока наименьшее число второй строки больше 1.

b) Подсчитываем новую строку разности.

c) Если в новой строке разности все еще есть неположительные элементы, то умножаем на два столбцы, в которых во второй строке находится 1, и переходим к шагу а). 

3) Приведем строку разности к единичной, используя алгоритм А1. При этом при вычитании 1 из строки разности, будем вычитать 1 из первой строки таблицы; для умножения элемента строки разности на 2, будем умножать на 2 соответствующий столбец.

4) Отнимем от первой строки таблицы 1. Единица отнимется и от строки разности, все ее элементы станут равны 0, а значит обе строки таблицы станут равны.

5) Далее будем изменять равные строки как одну. Будем применять шаги 1-5 для строк 
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, 
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 и 
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X

. В результате мы получим таблицу, у которой все строки равны.

6) Далее, используя алгоритм А1, приведем все строки таблицы к единичным. Получим единичную таблицу.

Строка после операций пункта два станет положительной, так как каждый раз мы уменьшаем вычитаемое относительно уменьшаемого, а в определенный момент после таких действий вычитаемое станет меньше уменьшаемого. Мы не умножаем на 2 столбцы, у которых элементы строки разности отрицательны. Поскольку мы умножаем на 2 только те столбцы, у которых во второй строке стоит 1, если бы элемент строки разности был отрицательным, то это бы означало, что в первой строке стоит не натуральное число (целое число, меньшее нуля). 

Покажем, что на третьем шаге все операции корректны. Умножение на 2 не может вывести нас за пределы натуральных чисел. Поскольку строка разности после любой операции всегда положительна (алгоритм А1 не выводит нас за рамки натуральных чисел), это означает, что первая строка всегда будет больше второй и, значит, поскольку во второй строке таблицы всегда натуральные числа (они могут только умножаться на 2), то и в первой всегда будут положительные числа.

Таким образом, мы получили алгоритм для преобразования заданной таблицы к единичной, с использованием набора из двух операций, операции вычитания 1 и операции умножения на два. 

Рассмотрим пример для таблицы 2х2. Третей строкой в этих таблицах будем записывать строку разности для первых двух строк: 

	2
	3
	
	4
	3
	
	4
	3
	
	8
	3
	
	8
	3
	

	1
	5
	
[image: image48.wmf]¾

®

¾

´

2


	2
	5
	
[image: image49.wmf]¾

®

¾

-

1


	1
	4
	
[image: image50.wmf]¾

®

¾

´

2


	2
	4
	
[image: image51.wmf]¾

®

¾

-

1


	1
	3
	
[image: image52.wmf]¾

®

¾

´

2



	1
	-2
	
	2
	-2
	
	3
	-1
	
	6
	-1
	
	7
	0
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	16
	3
	
	16
	3
	
	16
	6
	
[image: image53.wmf]¾

®

¾

-

1


	15
	5
	
[image: image54.wmf]¾

®

¾

´

2


	15
	10
	
[image: image55.wmf]¾

®

¾

-

1



	2
	3
	
[image: image56.wmf]¾

®

¾

-

1


	1
	2
	
[image: image57.wmf]¾

®

¾

´

2


	1
	4
	
	1
	4
	
	1
	8
	

	14
	0
	
	15
	1
	
	15
	2
	
	14
	1
	
	14
	2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	14
	9
	
[image: image58.wmf]¾

®

¾

´

2


	14
	18
	
	2
	215+1
	
[image: image59.wmf]¾

®

¾

-

1


	1
	215
	
[image: image60.wmf]¾

®

¾

w


	1
	1

	1
	8
	
	1
	16
	…
	1
	215
	
	1
	215
	
	1
	1

	13
	1
	
	13
	2
	
	1
	1
	
	0
	0
	
	0
	0


Где
[image: image61.wmf](

)

1

 

,

1

2

 

,

2

2

 

,

1

1

2

15

15

2

15

15

15

¾

¾

¾

®

¾

¾

¾

®

¾

=

-

-

´

w


Основная идея решения заключается в том, что мы сводим задачу для таблицы к задаче для строки. Это возможно вследствие использования строки разности, как средства приравнивания всех строк таблицы друг к другу, что делает таблицу однородной, состоящей из одинаковых строк, от которых мы и отталкиваемся.

Алгоритм четвертый (А4) преобразования единичной таблицы к любой наперёд заданной:

Как и в случае со строками, сначала решим обратную задачу, получения из заданной таблицы единичной с помощью вспомогательных операций вычитания единицы из всей строки и деления столбца таблицы на два:

1) Вычислим строку разности для двух верхних строк таблицы.

2) Если строка разности имеет отрицательные элементы, то будем прибавлять к первой строке 1, пока строка разности не станет положительна.

3) Используя первую часть алгоритма А2, приведем строку разности к единичной, при этом будем учитывать нечетность чисел в столбцах, которые мы делим, т.е. если в столбце, который нам необходимо разделить, есть нечетные элементы, то прибавим по 1 ко всем соответствующим строкам.

4) Прибавим 1 ко второй строке, и обе строки станут равны.

5) Будем изменять равные строки как одну.

6) Используя операции 1-5, приравняем все строки заданной таблицы.

7) Пользуясь первой частью алгоритма А2, приравняем все строки к единичным. Получим единичную таблицу.

8) Заменим операцию деления на два, операцией умножения на два. Заменим операцию прибавления 1, операцией вычитания 1. Проделаем данный алгоритм с этими операциями в обратном порядке.

Так как операция умножения на два обратная операции деления на два, а операция вычитания 1 обратная операции прибавления 1, то мы не выйдем за рамки натуральных чисел по причинам, описанным после алгоритма А2, и такая замена операций будет корректна. Независимо от прибавления 1 на третьем шаге мы получим единичную строку разности, так как она при таком прибавлении не изменяется, а лишь могут увеличиться сами элементы строк таблицы.

Рассмотрим пример для таблицы 2х2. Третьей строкой в этих таблицах будем записывать строку разности для первых двух строк: 
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Таким образом, мы получили алгоритм для преобразования единичной таблицы, к любой наперёд заданной, используя операции вычитания единицы из всей строки и умножения столбца таблицы на два.

Теперь легко показать, что все таблицы эквивалентны. Из любой таблицы А можно получить любую таблицу В. Для этого можно из А получить единичную таблицу, используя алгоритм А3; а потом из единичной таблицы получить таблицу В, используя алгоритм А4.

Вывод: из алгоритмов А3 и А4 следует, что все таблицы m×n эквивалентны, при наборе из двух операций, операции вычитания единицы и операции умножения на два. 
В данный момент интересным выглядит задача разбиения строк и таблиц на классы эквивалентности для других наборов операций. Например, умножение элемента строки на число а и вычитания из строки числа b. Так уже получено, что если числа (а и b) не взаимно простые, то некорректно говорить о классах эквивалентности. Поскольку не для всех строк возможны взаимно обратные преобразования.

Ещё одним интересным направлением исследования является изучение трёхмерных «таблиц» с операциями умножения элементов на два и вычитания 1, заданными сходным с предыдущими пунктами задачи образом.

� EMBED Equation.3  ���
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