
Çàäà÷à 9. Äåêîìïîçèöèè ãðàôîâ
ñáîðíàÿ Ëèöåÿ ÁÃÓ-10 è ãèìíàçèè N1 ã. Ìèíñêà

Àâòîðû: Èãíàòåíêî Ïåòð è Íàðîäåöêèé Àíäðåé, Ëèöåé ÁÃÓ

Ðåçþìå

Â äàííîé ðàáîòå íàìè áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ãðà-
ôîâ G è H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî G áûëè äîêàçàíû òåîðåìû 1�4 è äàíû
îòâåòû íà âîïðîñû ïóíêòîâ 1�4 èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Îòâåò íà
âîïðîñ ïóíêòà 8 áûë äàí äëÿ ëþáîãî r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G. Äëÿ êóáè-
÷åñêèõ ãðàôîâ G ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè H � ïðîñòîé öåïè è äåðåâüåâ
ïîðÿäêà ≤ 6. Ïîëüçóÿñü, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìàìè 1�4, áûëè îðãàíèçî-
âàíû ïåðåáîðû, äàþùèå îòâåòû íà âîïðîñû ïóíêòà 5. Áûëè ïðåäëîæå-
íû àëãîðèòìû, äàþùèå äåêîìïîçèöèþ êóáè÷åñêîãî ãðàôà íà P3 è P4 çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû, äàþùèå îòâåò íà
âîïðîñ, êîãäà êóáè÷åñêèé ãðàô äåêîìïîçèðóåòñÿ íà P3 è P4. Áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé äëÿ H-äåêîìïîçèðóåìîñòè êóáè÷åñêîãî
ãðàôà G íà äåðåâüÿ ñî ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (3; 3; 1; 1; 1; 1).
Äëÿ îñòàëüíûõ äåðåâüåâ èç ïóíêòà 9 áûëî ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå.
Äëÿ 4-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà â êà÷åñòâå ãðàôà H áûëà ðàññìîòðåíà êëåøíÿ
K1,3 (ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå). Òàêèì îáðàçîì áûëè ïîëíîñòüþ
ðåøåíû ïóíêòû 1�8 è ÷àñòè÷íî 9 èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, à òàêæå
ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè èñõîäíîé ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è.

XVIII ÐÒÞÌ

Äåêàáðü 2016, Ìèíñê



1 Íåêîòîðûå î÷åâèäíûå çàìå÷àíèÿ è îïðå-

äåëåíèÿ

Ïðèâåäåì äëÿ íà÷àëà íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå
áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå â ðàáîòå, íå îñòàíàâëèâàÿñü íà íèõ ïîäðîáíî.

1. m = r∗n
2
, ãäå m - êîëè÷åñòâî ðåáåð â r-ðåãóëÿðíîì ãðàôå, à n - åãî

ïîðÿäîê.
2. Í-äåêîìïîçèöèÿ ãðàôà G âêëþ÷àåò |E(G)|/|E(H)| ïîäãðàôîâ.
3. Åñëè ïðè ðàññìàòðèâàåìîé H-äåêîìïîçèöèè êàêèå-òî ðåáðà, âûõî-

äÿùèå èç âåðøèíû u ãðàôà G, âõîäÿò â êàêîé-òî îäèí ãðàô äåêîìïîçè-
öèè è âûõîäÿò èç êàêîé-òî âåðøèíû v ãðàôà H, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
âåðøèíà v ãðàôà H ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå u ãðàôà G. È íàîáîðîò,
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà èç H ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå èç G, åñëè ýòà
âåðøèíà èç G ñîîòâåòñòâóåò ýòîé âåðøèíå èç H.

4. Åñëè ïðè ðàññìàòðèâàåìîé H-äåêîìïîçèöèè êàêàÿ-òî âåðøèíà v
ãðàôà H ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå u ãðàôà G, òî â ãðàôå H äîëæíû ñóùå-
ñòâîâàòü òàêèå âåðøèíû v1; v2; . . . ; vk (âîçìîæíî, êàêèå-òî èç íèõ ñîâïà-
äàþò), ÷òî degu = degv + degv1 + . . . degvk.

5. Â êóáè÷åñêîì ãðàôå ïîðÿäîê ãðàôà ÷åòåí.

2 Îáùèå ðàññóæäåíèÿ (ïóíêòû 1-4)

2.1 Òåîðåìà 1 (ïóíêò 1)

Òåîðåìà 1. Åñëè ãðàô G äîïóñêàåò H-äåêîìïîçèöèþ, òî |E(G)|...|E(H)|.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. H-äåêîìïîçèöèÿ ãðàôà åñòü ïî ñóòè ðàçáèåíèå åãî
ðåáåð, êîèõ |E(G)|, íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè |E(H)| ïî îïðå-
äåëåííûì ïðàâèëàì. Ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü ïîëó÷èâøèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
ðàâíà ìîùíîñòè èñõîäíîãî, ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâ ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé, è ïîäìíîæåñòâ öåëîå êîëè÷åñòâî, äîïóñòèì, k. Çíà÷èò, ∃k ∈ Z |

|E(G)| = |E(H)| ∗ k ⇔ |E(G)|...|E(H)|. �
Êîíòðïðèìåð äëÿ îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1:

2.2 Òåîðåìà 2 (ïóíêò 3)

Òåîðåìà 2. Åñëè ãðàô G äîïóñêàåò H-äåêîìïîçèöèþ, òî

degG v
... ÍÎÄ(degHx | x ∈ V (H))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêóþ-òî âåðøèíó x ãðàôà G. Åå ñòå-
ïåíü ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôîâ èç äåêîìïîçèöèè. Âñå ýòè
ãðàôû èçîìîðôíû H ⇒ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé
íåêîòîðûõ âåðøèí èç H⇒ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç G äåëèòñÿ íà ÍÎÄ
íàáîðà ñòåïåíåé òåõ âåðøèí èç H, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòîé âåðøèíå
èç G⇒ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç G äåëèòñÿ íà ÍÎÄ{deg x : x ∈ V (H)}.
�

Êîíòðïðèìåð ê îáðàòíîìó óòâåðæäåíèþ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.
Çàìå÷àíèå.Èç äîêàçàòåëüñòâà âûøå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðàô r-ðåãóëÿðåí,

òî ÍÎÄ(degHx | x ∈ V (H)) äåëèò r íàöåëî.

Ðèñ. 2:

2.3 Òåîðåìà 3

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàí H-äåêîìïîçèðóåìûé ãðàô G ïîðÿäêà n è ïîñòðî-
åíî ìóëüòèìíîæåñòâî M ïî àëãîðèòìó èç óñëîâèÿ ïóíêòà 2. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ñïîñîá ðàçáèòü Ì íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî
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ñóììà ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ïîäìíîæåñòâà ðàâíà deg v1, âòîðîãî � deg v2,
òðåòüåãî � deg v3, è ò. ä., n-îãî � deg vn, ãäå {vi} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí ãðàôà G

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç G âûäåëèì â îòäåëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè òåõ âåðøèí èç H, êîòîðûå åé ñîîòâåòñòâóþò
(âîçìîæíî, êàêèå-òî ìîùíîñòè ïîâòîðÿòñÿ). Ðàç G H-äåêîìïîçèðóåì, òî
äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç G íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî Ì, îíè íå áóäóò
ïåðåñåêàòüñÿ (îäíà è òà æå âåðøèíà îäíîãî è òîãî æå ãðàôà äåêîìïîçè-
öèè íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêèì âåðøèíàì G îäíîâðåìåííî),
è êàæäàÿ âåðøèíà H áóäåò çàäåéñòâîâàíà ðîâíî k ðàç, ò. å. êàæäûé ýëå-
ìåíò Ì ïîïàäåò â êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè G � r-ðåãóëÿðíûé H-äåêîìïîçèðóåìûé ãðàô, òî
äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ñòåïåíè ìåíüøå r èç H ∃ íåñêîëüêî âåðøèí èç H
ñóììàðíîé ñòåïåíüþ r − deg x

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè G � r-ðåãóëÿðíûé H-äåêîìïîçèðóåìûé ãðàô, òî
â H âåðøèí ñòåïåíè r-1 íå áîëüøå, ÷åì âåðøèí ñòåïåíè 1.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè G � H-äåêîìïîçèðóåìûé ãðàô, òî â H íåò âåðøèí
ñòåïåíè áîëüøå max(deg x: x ∈ V (G)).

2.4 Òåîðåìà 4

Òåîðåìà 4. Åñëè H ñîäåðæèò ïîäãðàô Ã òàêîé, ÷òî Ã íå ñîäåðæèòñÿ â
G, òî G íå ÿâëÿåòñÿ H-äåêîìïîçèðóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì âåðøèíû èç H, îá-
ðàçóþùèå Ã. Ðàññìîòðèì âåðøèíû â ãðàôå G, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
âåðøèíàì èç H. Îíè äîëæíû òàêæå îáðàçîâûâàòü Ã, ò. ê. ìåæäó äâó-
ìÿ òàêèìè âåðøèíàìè åñòü ðåáðî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðøèíàìè â H. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè â G íåò öèêëà äëèíû l, à â H îí åñòü, òî G íå
ÿâëÿåòñÿ H-äåêîìïîçèðóåìûì.

2.5 Ðàññóæäåíèÿ ïî ïîâîäó ïóíêòà 2

Î÷åâèäíî, ÷òî Ì ñîñòîèò èç k îäèíàêîâûõ ïîäìíîæåñòâ. Áîëåå òîãî, êàæ-
äîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ íåêîãî ãðàôà. Òåîðåìà Ýðäåøà � Ãàëëàè âìåñòå ñ âûøåñêàçàííûìè
çàìå÷àíèÿìè äàåò óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî ÷èñåë ÿâëÿëîñü
ìóëüòèìíîæåñòâîì Ì äëÿ êàêîãî-òî ãðàôà. Èòàê, ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ

3



ìóëüòèìíîæåñòâîì Ì äëÿ êàêèõ-òî ãðàôîâ G è H òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî ïîëíîñòüþ ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñòåïåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé.

Òàêæå îïðåäåëåííûì óñëîâèåì äëÿ M ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.

2.6 Ïðèìåð äëÿ ïóíêòà 4

Ðèñ. 3:

2.7 Êëåøíè K1,r è r-ðåãóëÿðíûå ãðàôû

Ïóñòü êàêîé-òî r-ðåãóëÿðíûé ãðàô G äåêîìïîçèðóåì íà êëåøíè. Ðàçî-
áüåì âñå åãî âåðøèíû íà äâà òèïà: òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíå
ñòåïåíè r â ãðàôå H (êëåøíå), è òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàêèì-òî
r âåðøèíàì ñòåïåíè 1 êàêèõ-òî r êëåøåí. Î÷åâèäíî, ýòè ìíîæåñòâà íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Î÷åâèäíî, íèêàêèå äâå âåðøèíû èç ïåðâîé ãðóïïû íå ñî-
åäèíåíû ðåáðîì (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òèïû âåðøèí íå ïåðåñåêàþòñÿ).
Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû âòîðîãî òèïà íå ñîåäèíåíû
ðåáðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G � r-ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé.

Ðàññìîòðèì r-ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô. Â íåì ñ îäíîé ñòîðîíû
r ∗ m, à ñ äðóãîé r ∗ l ðåáåð, ãäå m è l � êîëè÷åñòâà âåðøèí â ðàçíûõ
äîëÿõ. Çíà÷èò, m = l = n/2.

Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ ïðîñòî ïðîâåðèòü. Äåéñòâèòåëü-
íî, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèè ñëåäóþùèé: äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû èç îäíîé äîëè âûäåëÿåì â îòäåëüíóþ êëåøíþ r ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç
íåå.

Èòàê, íà êëåøíè K1,r ñðåäè r-ðåãóëÿðíûõ äåêîìïîçèðóþòñÿ òîëüêî
äâóäîëüíûå r-ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñ ðàâíûìè äîëÿìè.
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3 Êóáè÷åñêèå ãðàôû G

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ G è H è îòâåòèì,
â ÷àñòíîñòè, íà âîïðîñû ïóíêòîâ 5, 6, 7, 8 è ÷àñòè÷íî 9. Ñðàçó çàìåòèì,
÷òî ñëó÷àè íåñâÿçíûõ G è/èëè H ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

3.1 Ïðîñòûå öåïè äëèíû áîëüøå 4 (ïóíêò 6)

Äîêàæåì, ÷òî íèêàêîé êóáè÷åñêèé ãðàô íå äåêîìïîçèðóåòñÿ íà ïðîñòûå
öåïè áîëüøå ÷åì èç ÷åòûðåõ âåðøèí. Ïóñòü ýòî íå òàê. Â êàæäîé òà-
êîé ïðîñòîé öåïè òîëüêî ïî äâå âåðøèíû ñòåïåíè 1, à ïî ñëåäñòâèþ 2

èç òåîðåìû 3 âåðøèí ñòåïåíè 2 â íèõ äîëæíî áûòü íå áîëüøå äâóõ,
íî â ïðîñòûõ öåïÿõ äëèíû áîëåå 4 òàêèõ âåðøèí âñåãäà áîëüøå äâóõ.
Ïðîòèâîðå÷èå. � Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5. Íèêàêîé êóáè÷åñêèé ãðàô íå äåêîìïîçèðóåì íà ïðîñòûå
öåïè äëèíû áîëåå 4.

3.2 Êëåøíÿ (ïóíêò 8)

Ýòîò ïóíêò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîãî â ïåðâîé ÷àñòè
ðàáîòû ñëó÷àÿ r-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà è êëåøíè K1,r äëÿ r = 3.

3.3 P3

Òåîðåìà 6. Ñâÿçíûé ãðàô P3-äåêîìïîçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî ðåáåð â íåì ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, åñëè ãðàô P3-äåêîìïîçèðóåì,
òî ÷èñëî åãî ðåáåð äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â
îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Ëåììà. Äåðåâî ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð P3-äåêîìïîçèðóåìî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì äåðåâî íà óðîâíè. Âîçüìåì ïðîèçâîëü-

íóþ âåðøèíó è îòíåñåì åå ê ïåðâîìó óðîâíþ, åå îêðóæåíèå îòíåñåì êî
âòîðîìó óðîâíþ, îêðóæåíèÿ âåðøèí âòîðîãî óðîâíÿ, íå ñ÷èòàÿ âåðøè-
íû ïåðâîãî óðîâíÿ, îòíåñåì ê âåðøèíàì òðåòüåãî óðîâíÿ . . . îêðóæåíèÿ
âåðøèí i-îãî óðîâíÿ, íå ñ÷èòàÿ âåðøèíû óðîâíåé ñ íîìåðîì i-1 ,îòíåñåì
ê (i+1)-îìó óðîâíþ. Óçëàìè áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû ñòåïåíè áîëüøå
2. Ðàññìîòðèì óçåë ñ ñàìûì áîëüøèì íîìåðîì óðîâíÿ (îáîçíà÷èì ýòîò
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íîìåð çà k). Îò íåãî áóäóò îòõîäèòü ïðîñòûå öåïè, âòîðûì êîíöîì êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû óðîâíÿ ñ íîìåðîì áîëüøå k; ýòè öåïè ìû áóäåì
íàçûâàòü âåòâÿìè.

Ïåðâûé ñëó÷àé. Ñóììà êîëè÷åñòâà ðåáåð â âåòâÿõ, îòõîäÿùèõ îò
êàêîãî-òî óçëà ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì óðîâíÿ, ÷åòíà. Âåòâè ñ ÷åòíûì
÷èñëîì ðåáåð ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåêîìïîçèðóåì íà P3. Â ýòîì
ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âåòâåé ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð ÷åòíî, ïîýòîìó ìû
ñìîæåì ðàçáèòü èõ íà ïàðû, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Äâå âåòâè â ïàðå ìû áó-
äåì îáúåäèíÿòü â îäíó ïðîñòóþ öåïü ÷åòíîé äëèíû, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
óçåë, êàæäóþ èç òàêèõ ïðîñòûõ öåïåé ìû òàêæå ìîæåì äåêîìïîçèðîâàòü
íà P3.

Âòîðîé ñëó÷àé. Ñóììà êîëè÷åñòâà ðåáåð â âåòâÿõ íå÷åòíà. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû íà âðåìÿ çàáûâàåì ïðî îäíó âåòâü íå÷åòíîé äëèíû è äåêîì-
ïîçèðóåì âåòâè òàê æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå. Öåïü ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì
ðåáåð ìû îáúåäèíÿåì ñ ðåáðîì, ñîñòîÿùèì èç óçëà è âåðøèíû (k-1)-îãî
óðîâíÿ, ñ êîòîðîé ñìåæåí óçåë (òàêàÿ âåðøèíà åñòü ó âñåõ âåðøèí, êðîìå
âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ, ýòîò ñëó÷àé ìû óïîìÿíåì ïîçæå) è äåêîìïî-
çèðóåì åå íà P3.

Òåïåðü ìû çàáûâàåì ïðî äåêîìïîçèðîâàííóþ ÷àñòü è ïðîäåëûâàåì
òó æå ñàìóþ îïåðàöèþ ñ îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ äåðåâà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå
çàâåðøåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè ìû óáèðàåì ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, ïîýòîìó
â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàôà òîæå âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðå-
áåð. Òàê ìû áóäåì äåëàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ëèáî îäèí óçåë,
êîòîðûé áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âåðøèíó ïåðâîãî óðîâíÿ, â ýòîì ñëó-
÷àå ìû äåêîìïîçèðóåì âåòâè ñîãëàñíî 1-îìó ñëó÷àþ; ëèáî ïðîñòàÿ öåïü ñ
÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð, êîòîðóþ ìû òîæå ìîæåì ëåãêî äåêîìïîçèðîâàòü.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîìó ñâÿçíîìó

êóáè÷åñêîìó ãðàôó ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð ìû ñìîæåì ñîïîñòàâèòü òàêîå
äåðåâî ñ òàêèì æå ÷èñëîì ðåáåð, ÷òî èç âîçìîæíîñòè äåêîìïîçèðîâàòü
êîòîðîå áóäåò ñëåäîâàòü âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèðîâàòü èñõîäíûé ãðàô.

Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî äåðåâà. Îñíîâîé åãî áóäåò ïóñòîé
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ñ âåðøèíàìè èñõîäíîãî ãðàôà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ãðàôà è
ïðèñâîèì åé ïåðâûé óðîâåíü (óðîâíè áóäåì ïðèñâàèâàòü òàê æå, êàê è
â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû), ïðîâåäåì èç íåå âñå ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåáðàì èñõîäíîãî ãðàôà (åñëè ýòà âåðøèíà ñìåæíà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé
v èñõîäíîãî ãðàôà, òî îíà áóäåò ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñîîòâåòñòâóþùåé
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âåðøèíå v).
Ïî î÷åðåäè áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû âòîðîãî óðîâíÿ. Ðàññìàò-

ðèâàÿ âåðøèíó, áóäåì ïðîâîäèòü èç íåå âñå ðåáðà, êîòîðûå åùå íå ïðî-
âåäåíû. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà v ñìåæíà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé
âòîðîãî óðîâíÿ, ëèáî ñ âåðøèíîé òðåòüåãî óðîâíÿ, ê êîòîðîé ìû óæå ïðî-
âîäèëè ðåáðà (íàçîâåì ýòó âåðøèíó u), òî ìû ïîñòðîèì êîïèþ âåðøèíû
u, êîòîðàÿ áóäåò ñìåæíà ñ âåðøèíîé v. Êîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âåðøèíó u, ìû íå áóäåì åå ñîåäèíÿòü ðåáðîì ñ âåðøèíîé v. Ðàññìàò-
ðèâàÿ êîïèè âåðøèí, âîîáùå íå áóäåì ïðîâîäèòü èç íèõ ðåáðà. Òîëüêî
ðàññìîòðåâ âñå âåðøèíû âòîðîãî óðîâíÿ, áóäåì ïðèñòóïàòü ê ðàññìîòðå-
íèþ âåðøèí òðåòüåãî óðîâíÿ.

Òàêóþ æå îïåðàöèþ áóäåì ïðîäåëûâàòü ñ âåðøèíàìè êàæäîãî óðîâ-
íÿ, ïîêà ïðîöåññ íå îñòàíîâèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîì ãðàôå ñòîëü-
êî æå ðåáåð, ñêîëüêî è â èñõîäíîì. Âåðøèíà v i-òîãî óðîâíÿ íå ìîæåò
áûòü ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé u k-îãî óðîâíÿ, ãäå k < i−1, ëèáî k > i+1, ëèáî
k = i. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíà v áûëà áû âåðøèíîé k + 1 < i óðîâíÿ,
âî âòîðîì ñëó÷àå âåðøèíà u áûëà áû âåðøèíîé i+1 < k óðîâíÿ, òðåòèé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøè-
íà v i-îãî óðîâíÿ ñâÿçàíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé (i − 1)-îãî óðîâíÿ ïî
ïîñòðîåíèþ (ìû ñòðîèëè áû êîïèþ âåðøèíû v).

Ââèäó îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì àáçàöå ñâîéñòâ, ëþáàÿ öåïü ïîñòðî-
åííîãî ãðàôà ñîäåðæèò âåðøèíû ðàçíûõ óðîâíåé, ïîýòîìó â íåì íåò
öèêëîâ, à çíà÷èò îí äåðåâî ïî îïðåäåëåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû îïèñàëè àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ P3-äåêîìïîçèöèè êóáè÷åñêîãî ãðàôà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð,
ðàáîòàþùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

3.4 P4

3.4.1 Óòâåðæäåíèå 1

Óòâåðæäåíèå 1. Ïàðîñî÷åòàíèåì íàçîâåì òàêîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà ðåáåð ãðàôà, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà íå
ñìåæíû. Áóäåì íàçûâàòü ïàðîñî÷åòàíèå ñîâåðøåííûì, åñëè â íåì ðîâíî
n/2 ðåáåð. Åñëè â êóáè÷åñêîì ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå,
òî ìîæíî ïîñòðîèòü äåêîìïîçèöèþ íà P4 çà ïîëèíîìèàëüíîå (p(n), ãäå
n - ïîðÿäîê ãðàôà G) êîëè÷åñòâî øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì çàÿâëåííûé àëãîðèòì, êîòîðûé çàîäíî
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äîêàæåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé äåêîìïîçèöèè.
Âíà÷àëå, âîñïîëüçîâàâøèñü àëãîðèòìîì Ýäìîíäñà, êîòîðûé çà ïîëè-

íîìèàëüíîå âðåìÿ èùåò íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå, ïðîâåðÿåì íàëè÷èå
ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è ïîëó÷àåì åãî ïðè åãî ñóùåñòâîâàíèè. Çà-
òåì çà ïîëèíîìèàëüíîå æå êîëè÷åñòâî øàãîâ ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé
ãðàô, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé G áåç íàéäåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Â
ïîëó÷åííîì ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 2, à çíà÷èò, ìû ìîæåì
íà êàæäîì ðåáðå çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ îòìåòèòü íàïðàâëåíèå
òàê, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó îäíî ðåáðî áóäåò âõîäèòü è îäíî � âûõî-
äèòü. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåò ñî-
áîé ïðîñòîé öèêë, ÷òî î÷åâèäíî èç òîãî, ÷òî ó êàæäîé âåðøèíû ñòåïåíü
2. Òåïåðü ïåðåíåñåì ýòè íàïðàâëåíèÿ íà èñõîäíûé ãðàô G. Òåïåðü äëÿ
êàæäîãî ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèÿ áóäåì âûäåëÿòü íà ãðàôå G ïðîñòîé ïóòü
èç ñëåäóþùèõ òðåõ ðåáåð: ðåáðî ïàðîñî÷åòàíèÿ è äâà ðåáðà, êîòîðûå âõî-
äÿò â âåðøèíû âûáðàííîãî ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïðîñòîé ïóòü ýòè ðåáðà
ìîãóò íå îáðàçîâàòü òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: åñëè äâà ïîñëåäíèõ ðåáðà
âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû, ÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî, è åñëè êàêîå-òî èç ýòèõ ðåáåð ìû âêëþ÷èëè
ðàíåå â äðóãîé P4, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî, ò. ê. äëÿ êàæäîãî ðåáðà åñòü
òîëüêî îäíà âåðøèíà, â êîòîðóþ îí âõîäèò. Òàê äëÿ êàæäîãî ðåáðà ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ ïîñòðîèì P4, è ñíîâà çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ. Òàêèì
îáðàçîì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

3.4.2 Óòâåðæäåíèå 2

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò P4-äåêîìïîçèöèÿ ãðàôà, òî â ãðàôå
ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç G ïðè
ëþáîé äåêîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-òî âåðøèíå ñòåïåíè 2 è êàêîé-
òî âåðøèíå ñòåïåíè 1.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Â ìóëüòèìíîæåñòâå M åñòü òîëüêî äâîéêè è åäè-
íèöû. Ïóñòü ïðè êàêîì-òî ðàçáèåíèè åãî íà ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâó-
þùåì êàêîé-òî äåêîìïîçèöèè, ìû ïîëó÷èëè êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî, îò-
ëè÷íîå îò {2; 1}. Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî {1; 1; 1}. Ïîñêîëüêó â ëþáîì
äðóãîì ïîäìíîæåñòâå äâîåê íå áîëüøå, ÷åì åäèíèö, à â ýòîì åäèíèö
ñòðîãî áîëüøå, òî è âî âñåì Ì åäèíèö áîëüøå, ÷åì äâîåê. Íî ïîñêîëüêó
â P4 åñòü ðîâíî 2 âåðøèíû ñòåïåíè 1 è ðîâíî 2 âåðøèíû ñòåïåíè 2, òî â
Ì åäèíèö è äâîåê ïîðîâíó. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ñðåäíåìó ðåáðó êàêîé-
òî ïðîñòîé öåïè èç äåêîìïîçèöèè, è òîëüêî îäíîìó. Âûäåëèì âñå ýòè
ðåáðà. Íèêàêèå äâà èç íèõ íåñìåæíû, è ó íèõ n âåðøèí⇒ îíè ÿâëÿþòñÿ
ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òåîðåìà:
Òåîðåìà 7. Êóáè÷åñêèé ãðàô G P4-äåêîìïîçèðóåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â íåì åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

3.5 Ãðàô 2,3-äèìåòèëáóòàíà

Ïðèìå÷àíèå: â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû áóäåì ïîä H ïîäðàçóìåâàòü ñëåäóþùèé
ãðàô:

Ðèñ. 4:

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì íåêîòîðûå ïðèçíàêè, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî,
÷òîáû êóáè÷åñêèé ãðàô äåêîìïîçèðîâàëñÿ íà ãðàôû 2,3-äèìåòèëáóòàíà.
Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî ðåáåð, à, çíà÷èò, è âåðøèí, â òàêîì ãðàôå äîëæíî äå-
ëèòüñÿ íà 5. Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî â äåêîìïîçèöèè 3 ∗ n/10 ãðàôîâ.

Òåïåðü ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ H-äåêîìïîçèðóåìûì. Îñîáûìè îòíîñè-
òåëüíî äàííîé äåêîìïîçèöèè (èëè ïðîñòî îñîáûìè) áóäåì íàçûâàòü ðåá-
ðà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì èç H, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû ñòåïåíè
3. Âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè, åñëè îíè èíöèäåíòíû õîòü îäíî-
ìó îñîáîìó ðåáðó. Î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâî îñîáûõ ðåáåð ðàâíî 3 ∗ n/10, à
îñîáûõ âåðøèí - 3 ∗ n/5.

Ëåììà 1. Êàæäîå ðåáðî â G èíöèäåíòíî õîòü îäíîé îñîáîé âåðøèíå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàô H. Çàìåòèì, ÷òî â íåì êàæäîå

ðåáðî èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé îñîáîé âåðøèíå. Ñëåäîâàòåëüíî, â G
êàæäîå ðåáðî òàêæå èíöèäåíòíî êàêîé-òî îñîáîé âåðøèíå. �

Ëåììà 2. Â G íèêàêèå äâå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ îñîáûìè (äàëåå
áóäåì íàçûâàòü èõ äëÿ êðàòêîñòè íåîñîáûìè), íå ñìåæíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà åñòü ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå
äâå íåîñîáûå âåðøèíû. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 1. �

Ëåììà 3. Êàæäàÿ îñîáàÿ âåðøèíà â G ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé îñîáîé
âåðøèíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ îñîáàÿ âåðøèíà ñìåæíà òîëü-
êî ñ âåðøèíàìè, ïðèíàäëåæàùèìè òîìó æå ãðàôó äåêîìïîçèöèè, ÷òî è
îíà ñàìà. Ðàññìîòðèì ýòîò ãðàô äåêîìïîçèöèè. Èç ýòèõ òðåõ âåðøèí
îäíà ñâÿçàíà ñ íåé îñîáûì ðåáðîì, à äâå äðóãèå � íåò. Çíà÷èò, êàæäàÿ
îñîáàÿ âåðøèíà ñìåæíà ðîâíî ñ 1 îñîáîé âåðøèíîé. �

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî îñîáûå âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâà. Âìåñòå ñ ëåììîé 2 ýòî äàåò íàì òîò ôàêò, ÷òî ãðàô
G � òðåõäîëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, îäíó äîëþ ñîñòàâëÿþò íåîñîáûå âåð-
øèíû, âòîðóþ � ïîëîâèíà îñîáûõ, è òðåòüþ � äðóãàÿ ïîëîâèíà îñîáûõ.
Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîãî îïðåäåëåíû ðàçìåðû äîëåé: îäíà äîëÿ èìååò ìîù-
íîñòü 2 ∗ n/5, à äâå äðóãèå � 3 ∗ n/10. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ âåðøèíà èç
êàæäîé èç ðàâíîìîùíûõ äîëåé ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç äðó-
ãîé ðàâíîìîùíîé äîëè.

Íà îñíîâàíèè òðåõäîëüíîñòè ãðàôà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå:

Ëåììà 4. Â G íåò òðåóãîëüíèêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê. Èç òðåõäîëüíîñòè G ñëåäóåò, ÷òî

âîçìîæåí òîëüêî òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì äâå âåðøèíû � îñîáûå, à îä-
íà � íåîñîáàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàêàÿ-òî íåîñîáàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà
ñ äâóìÿ ñìåæíûìè îñîáûìè âåðøèíàìè. Çíà÷èò, âñå ðåáðà òðåóãîëüíè-
êà ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ãðàôó äåêîìïîçèöèè (ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî âñå ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé è òîé æå îñîáîé âåðøèíå
ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ãðàôó äåêîìïîçèöèè). Ñëåäîâàòåëüíî,
â êàêîì-òî ãðàôå äåêîìïîçèöèè åñòü òðåóãîëüíèê. Ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå
ïðîòèâîðå÷èå. �

Èòàê, ãðàô G äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ êóáè÷åñêèé òðåõäîëüíûé
ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ ïîðÿäêà 10 ∗ k ñ äîëÿìè ðàçìåðîâ 3k 3k è 4k,
â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà èç êàæäîé èç ðàâíîìîùíûõ äîëåé ñìåæíà
ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç äðóãîé ðàâíîìîùíîé äîëè.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
G áûë H-äåêîìïîçèðóåìûì.

Ïóñòü G ïîäõîäèò ïîä âñå ýòè óñëîâèÿ. Òîãäà áóäåì ïîìåùàòü â îò-
äåëüíûé ãðàô äåêîìïîçèöèè: à) êàêîå-òî ðåáðî èç ñîåäèíÿþùèõ âåðøè-
íû èç ðàâíîìîùíûõ äîëåé; á) âñå ðåáðà, èìåþùèå ñ ýòèì ðåáðîì îáùóþ

10



âåðøèíó.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì H-ãðàô. Äåéñòâèòåëüíî, ìû âûäåëèëè â îò-

äåëüíûé ïîäãðàô 5 ðåáåð, ïîëó÷èâøèéñÿ ïîäãðàô èìååò 2 âåðøèíû ñòå-
ïåíè 3 è 4 âåðøèíû ñòåïåíè 1 (ýòî ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ â G òðåóãîëü-
íèêîâ) ⇒ Ìû âûäåëèëè H-ãðàô.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 9:
Òåîðåìà 9. Êóáè÷åñêèé ãðàô G H-äåêîìïîçèðóåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îí èìååò ïîðÿäîê 10k, k ∈ N, â íåì íåò òðåóãîëüíèêîâ,
îí òðåõäîëüíûé ñ äîëÿìè ìîùíîñòåé 4k, 3k è 3k è êàæäàÿ âåðøèíà
èç êàæäîé èç ðàâíîìîùíûõ äîëåé ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç
äðóãîé ðàâíîìîùíîé äîëè.

3.6 Ãðàô êóáà

Ïî òåîðåìå 1 |E(H)| ∈ {1; 2; 3; 4; 6}. Ïî òåîðåìå 2 ÍÎÄ{deg x : x ∈ V (H)}
= 1 èëè 3, ò. ê. ñòåïåíü âñåõ âåðøèí ðàâíà 3. Èç ñëåäñòâèÿ 4 èìååì, ÷òî H
ÿâëÿåòñÿ èëè äåðåâîì, èëè öèêëîì íà øåñòè âåðøèíàõ, èëè èìååò öèêë
äëèíû 4.

Ñðàçó ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿ. ó öèêëà äëèíû 6 ÍÎÄ{deg
x : x ∈ V (H)} = 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 2.

Ó öèêëà äëèíû 4 åñòü àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà. Çíà÷èò, H íå ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì òîëüêî åñëè â íåãî âõîäèò öèêë äëèíû 4 è åùå ðîâíî 2 ðåáðà
(÷òîáû âñåãî ðåáåð áûëî 6). Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèêîâ â H áûòü íå ìîæåò.
Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà. Ïåðâûé âàðèàíò ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 2:

Ðèñ. 5:

Ïðèìåðû äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ãðàôîâ:
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3.6.1 Ãðàô êóáà è äåðåâüÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì äåðåâüÿ.
Êàê èçâåñòíî, ó äåðåâà íà n âåðøèíàõ ðîâíî n-1 ðåáðî. Òàêæå, â

H íå ìîæåò áûòü âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 3. Ýòè äâà ôàêòà ñóùåñòâåííî
óïðîùàþò ïåðåáîð, êîòîðûé ìû è áóäåì îñóùåñòâëÿòü.

Äåêîìïîçèðîâàòü ãðàô êóáà íà H, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ðåáðà, ìîæíî.
Ýòî î÷åâèäíî.

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèé íà öåïè P3, P4 è êëåøíè K1,3

óêàçàíû âûøå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòàõ.
Â ñëó÷àå |E(H)| = 4 âîçìîæíî òîëüêî äåðåâî âèäà

Ðèñ. 6:

ò.ê. K1,4 íåäîïóñòèì; P5 áûë ðàññìîòðåí âûøå.
Ãðàô êóáà äåêîìïîçèðóåòñÿ íà äåðåâî ñ ðèñ. 4 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñ. 7:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé |E(H)| = 6.
Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìóëüòèìíîæåñòâî èç òåî-

ðåìû 3 äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç 2 ýëåìåíòîâ, ò. ê.
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âñåãî â äåêîìïîçèöèè òîëüêî 2 ãðàôà, à çíà÷èò, êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà
êóáà ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå ÷åì 2 âåðøèíàì èç ãðàôà H. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå íå òîëüêî âåðøèí ñòåïåíè 2 íå áîëåå, ÷åì âåðøèí ñòåïåíè
1, íî è íàîáîðîò, ò. ê. êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 1 èç îäíîãî ãðàôà äåêîì-
ïîçèöèè ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2 èç äðóãîãî ãðàôà
äåêîìïîçèöèè, èçîìîðôíîãî ïåðâîìó. ñëåäîâàòåëüíî, â H ïîðîâíó âåð-
øèí ñòåïåíè 1 è 2.

Î÷åâèäíî, â H åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 3, èíà÷å ýòî ïðîñòàÿ öåïü äëèíû
6, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 5. Äàëåå, òàêèõ âåðøèí íå áîëåå 4, ò. ê.
ñóììàðíàÿ ñòåïåíü âñåõ âåðøèí ðàâíà 12. Î÷åâèäíî, âåðøèí ñòåïåíè 3
íå ìîæåò áûòü ðîâíî 4, èíà÷å H - ïîëíûé ãðàô íà 4 âåðøèíàõ, à îí
ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêè, ÷òî íåäîïóñòèìî.

Ïóñòü âåðøèí ñòåïåíè 3 â H ðîâíî 3. Ðàññìîòðèì âñå ðåáðà, êîòîðûì
îíè èíöèäåíòíû. Èõ 9-õ, ãäå õ � êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòîðûå ìû ïîñ÷èòà-
ëè äâàæäû. Î÷åâèäíî, òðèæäû è áîëåå ìû íå ìîãëè ïîñ÷èòàòü íèêàêîå
ðåáðî, ò. ê. ó êàæäîãî ðåáðà òîëüêî äâå âåðøèíû. Ïî äâà ðàçà ìû ïî-
ñ÷èòàëè òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå ñîåäèíÿþò âåðøèíû ñòåïåíè 3. Èõ, ñ
îäíîé ñòîðîíû, íå ìåíåå 3, ò. ê. â ãðàôå òîëüêî 6 ðåáåð, à ñ äðóãîé � íå
áîëåå 2, ò. ê. íà òðåõ âåðøèíàõ ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî äâà ðåáðà òàê,
÷òîáû íå îáðàçîâàëñÿ òðåóãîëüíèê. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, â H òîëüêî 1 èëè 2 âåðøèíû ñòåïåíè 3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
äåðåâüÿ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â
äåðåâå âåðøèí ñòåïåíåé 1 è 2 ñóììàðíî 5 øòóê, à çíà÷èò, èõ íå ìîæåò
áûòü ïîðîâíó. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ çàìå÷àíèåì 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â H ìîæåò áûòü òîëüêî ðîâíî 1 âåðøèíà ñòåïåíè 3.
Ïðè ýòîì èç çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òàêæå ó íàñ ïîðîâíó âåðøèí ñòåïåíè
1 è 2 � ïî 3 øòóêè. Äåðåâüåâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì äâóì óñëîâèÿì,
îñòàëîñü 3:

Ãðàô êóáà ìîæíî äåêîìïîçèðîâàòü íà êàæäîå èç íèõ:
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äëÿ ëþáîãî ãðàôà H îïðåäåëèëè, ÿâëÿåòñÿ ëè
ãðàô êóáà H-äåêîìïîçèðóåìûì.

3.7 Ãðàô Ïåòåðñåíà

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî â H ìîæåò áûòü òîëüêî 1, 3 èëè 5 ðåáåð. Èç
ñëåäñòâèÿ 4 èìååì, ÷òî â H ìîãóò áûòü òîëüêî öèêëû äëèíû íå ìåíåå
5. Îäíàêî öèêëû äëèíû áîëåå 5 íå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â ãðàôå H íà
1, 3 èëè 5 ðåáðàõ; à öèêë äëèíû 5 íå ìîæåò áûòü ãðàôîì H, ò. ê. íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, H âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì.

Ãðàô Ïåòåðñåíà î÷åâèäíûì îáðàçîì äåêîìïîçèðóåòñÿ íà ãðàôû, ñî-
ñòîÿùèå èç îäíîãî ðåáðà.

Èç òåîðåìû Ïåòåðñåíà î òîì, ÷òî â êóáè÷åñêîì ãðàôå áåç ìîñòîâ åñòü
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå è òåîðåìû 8 èìååì, ÷òî ãðàô Ïåòåðñåíà
P4-äåêîìïîçèðóåì.

Â ãðàôå Ïåòåðñåíà åñòü öèêë äëèíû 5, ñëåäîâàòåëüíî, îí íå ÿâëÿåòñÿ
äâóäîëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, îí íå äåêîìïîçèðóåòñÿ íà êëåøíè.

Äåêîìïîçèöèè íà âñå ãðàôû íà 5 ðåáðàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå î÷åâèä-
íûì óñëîâèÿì, ïðèâåäåíû íèæå íà ðèñóíêàõ.
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3.8 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ íåêîòîðûõ ãðàôîâ H

Ëåììà 4. Åñëè â äåðåâå H åñòü ðîâíî îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3 è G H-
äåêîìïîçèðóåì, òî â G åñòü íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè êàê
ìèíèìóì 3∗n

2∗|E(H)| .
Äîêàçàòåëüñòâî.Î÷åâèäíî, âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå ñòå-

ïåíè 3 èç H, ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî åé. Òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî âñå âåðøèíû
èç G, ñìåæíûå ñ êàêîé-òî âåðøèíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå ñòåïåíè
3 èç H, èìåþò ñòåïåíü ìåíüøå 3, ò. ê. îíè ñîîòâåòñòâóþò êàêèì-òî äðó-
ãèì âåðøèíàì èç H, à â H òîëüêî îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3 ïî óñëîâèþ.
Òî åñòü, íèêàêèå äâå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå ñòåïåíè 3 èç
H, íå ñìåæíû. Çíà÷èò, âñå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå ñòåïåíè
3 èç H, îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òà-
êèõ âåðøèí. Èõ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãðàôîâ â H-äåêîìïîçèöèè ãðàôà G,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî |E(G)|/|E(H)| = 3∗n

2∗|E(H)| . �
Äîêàçàííàÿ âûøå ëåììà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî ÷òîáû G

áûë H-äåêîìïîçèðóåìûì äëÿ ñëåäóþùèõ ãðàôîâ H:
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Ê ñîæàëåíèþ, íèêàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ýòèõ ãðàôîâ íàì
ïðèâåñòè íå óäàëîñü.

4 Êëåøíè K1,3 è 4-ðåãóëÿðíûå ãðàôû

Òåîðåìà 9. Åñëè 4-ðåãóëÿðíûé ãðàô G K1,3-äåêîìïîçèðóåì, òî â íåì
åñòü íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè n/3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì âåðøèíû â G íà äâà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïîäìíîæåñòâà: âåðøèíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû ñòåïåíåé
3 è 1, è âåðøèíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå âåðøèíû ñòåïåíè 1.
Êîëè÷åñòâî ïåðâûõ ðàâíî 2 ∗ n/3, à âòîðûõ, ñîîòâåòñòâåííî � n/3. Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû âèäà (1; 1;
1; 1). Â êàêîì-òî ãðàôå äåêîìïîçèöèè îíî ñîåäèíÿåò âåðøèíó ñòåïåíè
1 è âåðøèíó ñòåïåíè 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ò. ê. ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà
ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî âåðøèíàì ñòåïåíè 1, òî ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò åå ñ
âåðøèíîé âèäà (3; 1). Àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ
èç êàêîé-òî âåðøèíû âèäà (1; 1; 1; 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû âèäà (1;
1; 1; 1) ñìåæíû òîëüêî ñ âåðøèíàìè (3; 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òàêèå
âåðøèíû (à èõ ðîâíî n/3) îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî. �
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