XIX республиканская летняя научно-исследовательская школа

«Бригантина‑2014», 13-30 июля 2014

Темы (задачи) для научных исследований по 

МАТЕМАТИКЕ 

Примечания. 1) В списке тем могут дополнения и изменения. 
2) Участники школы могут продолжать исследования по темам, ранее разрабатываемым в своих учебных заведениях. Для этого в первые два дня работы необходимо заявить свою тему ответственному за научные семинары по математике и согласовать порядок работы с научным руководителем.

Задворный Б.В.
1. Необычная игра в крестики-нолики на доске m(n.   Правила игры остаются старыми, с той лишь разницей, что каждый игрок на своем ходу может поставить либо крестик, либо нолик по своему желанию. Побеждает тот, кто первый поставит ряд из трех (четырех, …) одинаковых фигур. Кто выиграет при правильной игре и почему? (Источник для случая доски 3(3 – «Командно-личный турнир школьников «Математическое многоборье», 2008-2010, МЦНМО-2012)
2. Разрезания на прямоугольники различных фигур (не только прямоугольников, полностью и с остатком; способы, виды остатков и их расположение)
Для начала ответьте на следующие вопросы: можно ли замостить доску 10×10 прямоугольниками 1×4?
Какое наибольшее количество полосок    а) 1×5;     б) 1×6;    в) 1×7 можно вырезать из листа клетчатой бумаги размером 27×34? (Резать можно только по линиям клеток.) Какой будет при этом остаток. А если решать эту задачу для разрезания других многоугольников.
Можно ли ввести отношение эквивалентности для разрезания различных досок, классы эквивалентности, элементарные представители классов.

3. Разрезания – 2 

Предварительное замечание. Воспользуйтесь предложениями предыдущей задачи!
Исходная задача. Сколькими способами можно вырезать из квадрата 9(9 квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? (Способы вырезания, получаемые друг из друга симметрией или поворотом, будем считать различными.)

Общая постановка задачи. 

1.  Для каких натуральных чисел п из квадрата п(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

2.  Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

3.  Рассмотрите обобщения этой задачи в следующих двух направлениях: 

а) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат р(р (р – заданное натуральное число) так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? 

б) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники s(t, где s и t – заданные натуральные числа? (Рассмотрите хотя бы некоторые случаи значений s и t.)

4. Аналогично исходной задаче во всех пунктах 1 – 3 попробуйте указать или хотя бы оценить количество способов соответствующих вырезаний.

5.  Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.

4. Уравнения, содержащие НОД и/или НОК.   Попробуйте разработать теорию уравнений, содержащих НОД и/или НОК двух (трех, …) чисел. Начинать можно, например, с таких уравнений.

   А) Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение НОК(n, k) = 233577? Попробуйте дать их общий вид (формулу или какое-нибудь другое описание).
   Б) Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение НОК(n, k) = Р (Р – некоторое натуральное число)? Попробуйте дать их общий вид (формулу или какое-нибудь другое описание в зависимости от разложения Р на простые множители).

   В) Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение НОК(n, k) ( НОД(n, k) = Р (Р – некоторое натуральное число)? Попробуйте дать их общий вид (формулу или какое-нибудь другое описание в зависимости от разложения Р на простые множители).

   Г) Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение НОК(n, k) + НОД(n, k) = Р (Р – некоторое натуральное число)? Попробуйте дать их общий вид (формулу или какое-нибудь другое описание в зависимости от разложения Р на простые множители).

   Д) Предложите свои уравнения и исследуйте их.

5.   Деление плоскости  (1 Минский городской ТЮМ, младшая лига, 5-7 классы)

Назовем 
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 несовпадающих прямых прямыми общего положения, если любые две из них пересекаются и через точку пересечения любых двух  прямых не проходит третья (в одной точке не могут пересекаться три или более прямых).

1) На сколько частей делят плоскость 3 прямые общего положения?

2) На сколько частей могут делить плоскость 4 прямые (не обязательно общего положения? Попробуйте рассмотреть и классифицировать все случаи.
3) Найдите наименьшее и наибольшее число частей плоскости, на которые она делится 5 прямыми.

4) Найдите количество частей, на которые плоскость делится n прямыми общего положения.
5) Найдите (или оцените) количество частей, на которые плоскость делится n прямыми, среди которых а) ровно две параллельны; б) ровно три параллельны.
6) Предложите свои обобщения.

6. Шарики в коробочках – 2.    А) Сколько существует способов разложить n шариков в р коробочек так, чтобы ни одна коробка не осталась пустой?

Б) Сколько существует способов разложить n шариков в р коробочек (теперь коробочки могут оставаться пустыми)?

В) Сколько существует способов разложить n красных и m синих шариков в р коробочек так, чтобы в каждой коробочке было хотя бы по одному шарику каждого цвета?

Г) Сколько существует способов разложить n красных и m синих шариков в р коробочек так, чтобы в каждой коробочке было хотя бы по одному шарику красного цвета?

Д) Сколько существует способов разложить n красных и m синих шариков в р коробочек (теперь коробочки могут оставаться пустыми)?

Е) Исследуйте такие же задачи для шариков s цветов.

   Ж) Предложите свои направления и обобщения этой задачи и исследуйте их.

7.  Переливания – 2     (в пп. А), Б), В) можно попытаться решать и в младших классах, п. Г) не раньше 8-9 класса)
А) «Имеется семь одинаковых стаканов с водой: первый стакан заполнен водой наполовину, второй на треть, третий на четверть, четвертый на одну пятую, пятый на одну восьмую, шестой – на одну девятую, и седьмой на одну десятую. Разрешается переливать воду из одного стакана в другой или переливать воду из одного стакана в другой до тех пор, пока тот не заполнится доверху. Может ли после нескольких переливаний какой-нибудь стакан оказаться наполненным:

а) на одну двенадцатую; 

б) на одну шестую»; (Интересна идея – в задаче № 33 из сб. «Всеросс. олим. школьн. по мат. 1993-2006»:

в) вообще – какие численные значения объема можно получить?!

Б) (Общие постановки)   Пусть имеется несколько одинаковых сосудов (три, четыре, пять, …) наполненных на р1, р2, р3, …, жидкостью (все рi ( Q, 0 < рi  < 1). Найти все множество значений т/п такие, что можно некоторой последовательностью переливаний получить сосуд, заполненный на т/п (0 < т/п < 1, т, п ( N). Для решения этой задачи нужно будет подробно изучить различные комбинации переливаний, по существу понять что мы можем добавить в некоторый стакан (или сосуд), что из него отнять (своеобразное «сложение» и «вычитание»), как все это зависит от исходной комбинации стаканов (сосудов) и их заполненности. 
В) А если рi ( Q(
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). Изучить не только множество получаемых значений за k шагов (операций), но и возможность получения сколь угодно малых значений объемов жидкости в каком-либо сосуде (и скорость такого получения).
Г) Дав соответствующие определения системы сосудов, разрешенных операций, общей «схемы» переливаний в системе, изучить устойчивость этой схемы (системы) в зависимости от малых изменений начальных объемов.
8. Замощения плоскости равными многоугольниками 

1) Замостите плоскость равными треугольниками (иными словами, заполните всю плоскость без «пробелов» равными треугольниками, не имеющими общих внутренних точек).

2) Замостите плоскость равными а) параллелограммами, б) ромбоидами (замечание: ромбоид – четырехугольник, составленный из двух равнобедренных треугольников с общим основанием).

3) Можно ли замостить плоскость равными выпуклыми четырехугольниками?

4)  Можно ли замостить плоскость равными невыпуклыми четырехугольниками?

5) Для каких многоугольников  (равных 5-угольников, равных 6-угольникков, равных 7‑угольников, …) вы сможете осуществить замощение плоскости. Для каждого типа многоугольника укажите случаи (условия), при которых замощение возможно, а также условия, когда замощение точно невозможно. Представьте ваши условия в каждом случае в виде конкретно сформулированных утверждений и обоснований.

ПРИМЕЧАНИЕ. В каждом пункте обратите внимание на следующие вопросы: А. однозначность замощения (с точностью до симметрий); Б. наличие простого алгоритма замощения (под «простым алгоритмом» будем понимать алгоритм, который легко реализуется с помощью циркуля и линейки); В. по-видимому, в некоторых случаях вам удастся дать ответ (положительный или отрицательный) для всех многоугольников определенного типа, а в некоторых – только для некоторых: тем не менее во всех рассмотренных вами случаях четко разграничьте соответствующие условия.

9.       Домино и тримино
         
                    
А) Рассмотрим полный набор косточек домино, в котором числа на половинках косточек (будем называть их дольками) могут принимать значения от 0 до п. 

Будем выкладывать косточки домино в соответствии со следующими правилами. Начинать можно с любой косточки. Каждую следующую косточку необходимо выкладывать так, чтобы она продолжала уже выложенную цепочку (по принципу «торец в торец») и при этом число на прикладываемой дольке этой косточки было равно числу на соответствующей концевой дольке цепочки. Цепочки из косточек домино, полученные по этим правилам, будем называть правильными разложениями.

1) Сколько всего косточек домино в указанном наборе?

2) Какое наибольшее число косточек может быть выложено в соответствии с правилами (будем называть такие расположения косточек максимальными правильными разложениями)?

3) Попробуйте определить точно или оценить количество правильных разложений (хотя бы для некоторых отдельных значений п, п = 3, 4, 5, …).

Б) Рассмотрите те же вопросы для обобщенного домино, т.е. для домино, косточки которого состоят из трех (или более) долек и имеют вид прямоугольника 1(3 (1(4 и т.п., выкладывать косточки разрешается по описанным выше правилам).

В) Рассмотрим игру «тримино» – аналог игры домино, в которой косточки состоят из трех долек, на которых отмечены цифры от 0 до п, причем в отличие от домино, косточки разрешается прикладывать своим торцом не только к концу цепочки, но и к средней дольке любой из ранее выложенных косточек. Примечание. Здесь возможно рассмотрение двух случаев как двух разных игр: прикладывание с одной стороны косточки или прикладывание с двух сторон косточки.

Г) Попробуйте рассмотреть игру «тримино» с косточками вида:

	1
	
	3
	
	
	2
	

	
	2
	
	
	1
	
	3


(заметьте, что на рисунке изображены две различные косточки). При этом каждую новую косточку разрешается прикладывать любым своим концом к любому еще свободному концу цепочки.

Исследуйте вопросы аналогичные вопросам 1) – 3) в указанных играх и других по вашему усмотрению (при этом дайте точное определение вводимых вами условий или правил игры).

10.     Корни специального вида рациональных уравнений  с целыми коэффициентами (с рациональными коэффициентами и т.д.)
Известно, как определить рациональные корни уравнений вида [image: image3.png]ax +a_ "+ +ax+a, =0,



с целыми (или рациональными) коэффициентами. 

Попробуйте определить корни вида [image: image4.png]a+eZ,a+ef3, ., atedh,




где а, в ( Q, таких уравнений (по крайней мере постройте алгоритмы определения таких корней). Может вы сможете определять корни более сложного вида (даже очень сложного вида – со многими вложенными корнями) и т.п. 
Следующий шаг в этой задаче – нахождение корней разного вида для рациональных уравнений, коэффициенты которых (т.е. самих уравнений) сами имеют достаточно сложный вид (например, [image: image5.png]


где а, в ( Q, и т.п.).

11. «Пузатость» прямоугольников  (1 Минский городской ТЮМ, младшая лига, 5-7 классы)

Назовем «пузатостью» прямоугольника отношение длины меньшей стороны к длине большей стороны (например, пузатость квадрата равна 1).

1) Разрежем квадрат произвольным образом на четыре прямоугольника двумя перпендикулярными прямыми, параллельными его сторонам. Докажите, что сумма пузатостей четырех полученных прямоугольников не меньше единицы.

2) Аналогично первому пункту проведем т прямых, параллельных сторонам квадрата. На какое число прямоугольников они могут разрезать квадрат? Найдите максимально возможную суммарную пузатость всех полученных прямоугольников.

3) Вообще, для каких натуральных значений k, можно найти такое расположение т  прямых, параллельных сторонам квадрата, чтобы они разрезали квадрат на прямоугольники, сумма пузатостей которых была бы равна k? Попробуйте обобщить эту задачу.

4) Попробуйте сформулировать аналогичные вопросы и ответить на них (с обоснованием) для разрезания прямоугольников с заданной пузатостью. Значение пузатости исходного прямоугольника (т.е. отношение длин его сторон) задайте сами. Например:

4.1. Верно ли, что суммарная пузатость полученных при разрезании прямоугольников всегда больше пузатости исходного прямоугольника?

4.2. Для каких натуральных значений k, вы сможете найти такое расположение т  прямых, чтобы они разрезали прямоугольник на меньшие прямоугольники, сумма пузатостей которых была бы равна k?

5) Предложите свои вопросы для обобщения этой задачи и исследуйте их.13.      
12. «Незаконное» сокращение. 


Доказать, что существуют лишь три правильные дроби со знаменателями меньшими 100, которые можно привести к несократимому виду, «незаконно» зачеркнув одинаковые цифры в числителе и знаменателе. Одна из них – это дробь 26/65 = 2/5. Найдите остальные две дроби и докажите, что других дробей, обладающих тем же свойством не существует. Источник задачи: № 302 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».


Общая постановка: Попробуйте рассмотреть такие же вопросы для чисел со знаменателем меньшим 1000 и т.п. Интересно, можно ли получить общие рекомендации для решения подобных задач.       
13.    Построения с помощью двусторонней линейки  и (связанная с ней задача)
14.    Построения на клетчатой плоскости             (задача 0-го тура 14го РТЮМ (2012 г.), пункты 1-9 известны, пункт 10 в общей постановке новый, попробуйте использовать результаты пп. 1-9)
Предварительные задачи:

1. Даны две параллельные прямые. С помощью обычной линейки (без циркуля) разделите пополам отрезок, лежащий на одной из них.

2. Даны две параллельные прямые и точка Р. Проведите через точку Р прямую, параллельную данным прямым.

Во всех следующих пунктах построения следует выполнять с помощью двусторонней линейки (без циркуля), а именно: пусть имеется линейка с двумя параллельными краями, расстояние между которыми равно а, разрешаются следующие построения:

1) проводить прямую через две данные точки;

2) проводить прямую, параллельную данной и удаленную от нее на расстояние а;

3) через две данные точки А и В, где АВ >а, проводить пару параллельных прямых, расстояние между которыми равно а. Таких пар параллельных прямых четыре: две пары такие, что точки А и В лежат на одной из этих прямых (назовем такие пары прямых – внешними парами параллельных прямых для точек А и В), и еще две пары такие, что точки А и В лежат на разных прямых (назовем такие пары прямых – внутренними парами параллельных прямых для точек А и В).

Рассмотрите следующие задачи:

3. а) Постройте биссектрису данного угла АОВ.

б) Дан острый угол АОВ. Постройте угол ВОС, биссектрисой которого является луч ОА.

4. а) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l. 
б) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l, проходящий через данной точку А, лежащую на прямой l.

в) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l, проходящий через в точку А, не лежащую на прямой l.

5. а) Постройте середину данного отрезка.

б) Через данную точку проведите прямую, параллельную данной прямой.

6. Даны угол АОВ, прямая l и точка Р на ней. Проведите через точку Р прямые, образующие с прямой l угол, равный углу АОВ.

7. Даны отрезок АВ, непараллельная ему прямая l и точка М на ней. Постройте точки пересечения прямой l с окружностью радиуса АВ с центром М.

8. Даны прямая l и отрезок ОА, параллельный l. Постройте точки пересечения прямой l с окружностью радиуса ОА с центром О.

9. Верно ли, что все задачи на построение, решаемые (выполняемые) с помощью циркуля и линейки, могут быть решены с помощью двусторонней линейки (попробуйте построить соответствующую теорию: сформулируйте необходимые определения, аксиомы, утверждения, обоснования).

10. Какие задачи на построение могут быть решены с помощью обычной линейки на клетчатой плоскости (попробуйте построить теорию таких построений, аналогичную пунктам 3-9).

15.   Свойства последовательностей циклических п-к (задача 0 тура 13 РТЮМ)
Обозначим А1 = (а1, а2, …, ап) упорядоченный набор, состоящий из п неравных нулю действительных чисел. Из этого набора получается новый А2 = (а1а2, а2а3, …, апа1) по следующему правилу: каждое число умножается на следующее, последнее – на первое. Из набора А2 получается набор А3 по этому же правилу и т.д. Будем называть такие наборы циклическими п-ками. п-ки, состоящие из одинаковых чисел, будем называть скалярными. Скалярную п-ку, состоящую из одних единиц, будем называть единичной и обозначать через Е, т.е. Е = (1, 1, …, 1).

1.1.  Докажите, что если все числа аi = (1, i = 1, 2,…, п, то последовательность циклических п‑к периодическая.

1.2.  Докажите, что если п = 2k (k ( 1) и все аi = (1, i = 1, 2,…, п, то через конечное число операций получится единичная п-ка. (Докажите это утверждение хотя бы для некоторых значений k).

1.3.  Попробуйте указать другие значения п (не равные 2k), при которых будет выполняться условие пункта 1.2. (Найдите как можно больше таких п).

1.4.  Попробуйте получить необходимые и достаточные условия, при которых из п-ки, состоящей из (1, за конечное число операций получится единичная п-ка.

Исследуйте свойства произвольных положительных п-к. В частности:

2.1.  Пусть п = 3. Получите необходимые и достаточные условия периодичности последовательности циклических троек. В зависимости от чисел начальной тройки исследуйте следующие вопросы: 

· длину периода, 

· с какого момента начинается первый период, 

· при каких условиях возможно повторение в последовательности исходной тройки,

· условия, при которых из начальной n-ки А1 может получиться скалярная п-ка.

2.2.  Исследуйте вопросы пункта 2.1:  

а) при п = 4; 

б) при других значениях п (n > 4).

Предложите свои обобщения и/или направления исследования в этой задаче и исследуйте их.

16.    Размещение тетрамино и пентамино     (задача 1-го М/нТЮМ, 2009)
0. На самом деле начните не с тетрамино и пентамино, а с прямоугольников и уголков из трех клеток. Остальной согласно услвоию!

А. Для данного прямоугольника т ( п  найти число Т(т, п) непересекающихся тетрамино разного вида (или пентамино, см. рис.), которые можно разместить (вдоль линий прямоугольника)  так, чтобы не было свободного места для размещения ни одной дополнительной фигуры.

Рассмотрите задачу отдельно для каждой из следующих фигур:
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Б. Два игрока играют на доске прямоугольной формы размером т ( п, расставляя по очереди тетрамино (пентамино как в пункте А). Проигрывает тот, у которого нет хода. Исследуйте эту игру: кто выигрывает на конкретных досках, какой стратегии он должен придерживаться и т.п.

Или по другому:

А. Задача о неплотной расстановке пентамино

а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

в) Исследуйте общую задачу о максимально неплотной расстановке фигурок типа «пентамино» на прямоугольных досках m × n (оцените количественные характеристики таких упаковок, возможные методы и алгоритмы упаковок и т.п.).

г) Два игрока играют на доске m × n по следующим правилам: каждый из них по очереди выставляет, если возможно на доску пентамино. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его соперник? Исследуйте игру при различных занчениях m и n. 

д) Предложите свои направления или обобщения в этой задачи и исследуйте их.

Ответы для первых двух пунктов: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.
Рыжиков А.И.
17. Графы со “странными” рёбрами

Хорошо известен критерий Понтрягина-Куратовского, определяющий, какие графы можно нарисовать на плоскости так, чтобы их рёбра не пересекались. Кроме того, Фари доказал теорему о том, что всякий граф, который можно нарисовать на плоскости без пересечений рёбер, можно перерисовать так, чтобы все рёбра были отрезками. Предлагается исследовать, какие графы можно изобразить на плоскости так, чтобы их рёбра были специальными геометрическими фигурами.

Для начала предлагается рассмотреть случай, когда все рёбра

· ломаные специального вида,

· кривые из двух перпендикулярных отрезков, 

· дуги окружностей (одинакового или разного радиуса).

18. Число укладок графов

Всякое дерево (связный граф без циклов) можно нарисовать на плоскости так, чтобы его рёбра пересекались только в вершинах. Разумеется, для каждого конкретного графа можно сделать бесконечно много таких рисунков. Кроме того, непрерывно двигая вершины нарисованного графа, можно получать из одних таких рисунков другие. Предлагается исследовать, сколько для данного дерева существует рисунков, которые нельзя получить один из другого, и попытаться найти общую формулу числа неполучаемых друг из друга рисунков. Очень интересно обобщение таких рассуждений на произвольные планарные графы.

19. 2048: выигрышные стратегии

Хорошо известна игра “2048” (см. http://gabrielecirulli.github.io/2048/). Есть поле 4 на 4, на котором изначально есть несколько фишек достоинством 2 и 4. Каждый ход игрока состоит в том, чтобы выбрать одно из четырёх направлений (верх, низ, лево, право) и сдвинуть все фишки до предела в этом направлении. При этом, если две фишки одинакового достоинства c граничат по сторонам и игрок сдвигает их вдоль линии, содержащей эти две фишки, то они превращаются в одну фишку достоинством 2. После каждого хода на поле появляется одна новая фишка.

Изменим теперь правила: пусть играют двое и второй игрок решает, какую фишку и куда класть после каждого хода первого. Какую наибольшую фишку первый игрок всегда сможет собрать в таком случае? А что, если второй игрок может класть фишки только какого-то определённого достоинства? Также можно рассмотреть эту игру для поля другого размера (а начать лучше с поля 3 на 3).

20. 2048: проигрышные стратегии

Рассмотрим теперь другую вариацию на тему игры 2048, см. предыдущую задачу. Пусть первый игрок стремится к тому, чтобы поле как можно быстрее заполнилось полностью и второму игроку некуда было положить новую фишку. За сколько ходов он гарантированно сможет этого добиться. А что, если нужно не минимизировать число ходов, а сделать так, чтобы к тому моменту, когда поле будет заполнено, наибольшая фишка на нём была как можно меньше? Также можно рассмотреть эту игру для поля другого размера (а начать лучше с поля 3 на 3).

Горский С.М.
21. Расстояния между числами

1. Расставьте все числа от 1 до 15 (каждое число используется один раз) в кружки (рис. 1), таким образом, чтобы расстояние между центрами кружков 1 и 2 было меньше, чем расстояние между центрами кружков 2 и 3, которое было бы меньше чем расстояние между центрами кружков 3 и 4 и т. д.
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2. Единственное ли решение имеет задача из пункта 1 (можно ли расставить числа в кружочки  другим способом)?

3. Используя таблицу  4х4 (рис. 2), расставьте как можно больше чисел (от 1 до х), по условиям пункта 1, при этом все кружки использовать необязательно. Докажите, что полученное число х является наибольшим.
4. Предложите  расположение кружков на рис. 1, так, чтобы решение было единственным.
5. Предложите свои обобщения и направления исследования задачи.
2. Сумма и произведение цифр.

Будем  обозначать через [image: image9.png]Stm)



 сумму, а через [image: image11.png]Pn)



 — произведение всех цифр натурального числа [image: image13.png]


.

а) Опишите все такие натуральные [image: image15.png]


, для которых найдется такое [image: image16.png]


-значное число [image: image18.png]


, что [image: image20.png]


 делится на [image: image22.png]Stm)



.

б) Опишите все такие натуральные [image: image24.png]


, что [image: image26.png]+ St




 для некоторого числа [image: image28.png]


. 

в) Обозначим через [image: image30.png]km)



 количество решений уравнения [image: image32.png]P(P(x) + P(SC) + SCPOO) + SSxy=m



.  Опишите величину [image: image34.png]km)



, попробуйте выразить эту функцию аналитически или рекуррентно.

Интерес представляют и частные случаи. Рассмотрите в пунктах а) – в), например, сначала [image: image36.png]


 равное 2, 3, 4, 10, 11, 20, 2011,  и другие. Затем попробуйте обобщить для произвольного [image: image38.png]


.

г) Предложите свои обобщения.
23. Про числа и суммы
Пусть [image: image40.png]sn)



 — сумма цифр числа n. Докажите, что [image: image42.png]s(x +1) <500 + 500



.

а) Докажите, что числа вида , , [image: image44.png]


 можно представить в виде суммы [image: image46.png]X+y



, где [image: image48.png]st = s(y)



.

б) Какие натуральные числа N не представимы в виде суммы двух различных натуральных чисел с равной суммой цифр?
в) Тот же вопрос для других систем счисления. Рассмотрите случай двоичной системы счисления, троичной системы счисления, и т. п.

г) Какие натуральные числа N не представимы в виде суммы трёх натуральных чисел с равной суммой цифр? четырёх? k? 
д) Решите пункты б), в) заменив сложение вычитанием. 
е) Решите пункт б) для факториальной, фибоначчиевой систем счисления.
24. Т-преобразование

Имеется пара натуральных чисел [image: image50.png](a,b)



. С нею разрешается делать такое преобразование: одно из чисел умножить на 2, а другое увеличить на 1. например, из пары (3,7) можно получить по своему желанию либо пару (6,8), либо пару (4,14).

1. Доказать, что из пары (1, 1) нельзя путем таких преобразований (назовем их Т-преобразованием) получить пару (2013, 2014).

2. Можно ли из пары (1, 1) получить путем Т-преобразований пару (2013, 3348)?

3. Опишите все пары 4-х значных чисел, которые можно получить из пары (1, 1). 

4. Ответьте на вопросы пунктов 1-3 для пары (1, 2), для пары (1, 3), для пары (2,3).

5. Доказать, что любую начальную пару чисел путем таких преобразований (назовем их Т-преобразованиями) можно перевести в пару одинаковых чисел.

6. Одно из чисел пары равно 1, а другого мы не знаем (но знаем верхнюю границу, например, что оно меньше 100). Можно ли придумать такую конечную последовательность Т-преобразований, что на каком-то шаге числа в паре обязательно станут равными?

7. Необходимо добиться, чтобы модуль разности двух чисел из пары был равен N. Начальное значение пары чисел — (1;2). Для каких N возможно произвести Т-преобразования, а для каких  нет?

25. Производная чисел 

Определим для любого натурального числа операцию дифференцирования следующим образом: а) для любого простого [image: image52.png]


: [image: image54.png]


; б) для любых натуральных [image: image56.png]


 и [image: image58.png]


: [image: image60.png](aby =ab+b'a



.

1. Чтобы операция дифференцирования вводилась однозначно, чему должно равняться [image: image62.png]


?

2. Чему равно [image: image64.png]12"



?

3. Приведите пример чисел [image: image66.png]


 и [image: image68.png]


 таких, что [image: image70.png](@+b)+a +b’



. Приведите пример чисел [image: image72.png]


 и [image: image74.png]


 таких, что [image: image76.png](@+b)=a’ +5"



.

4. Докажите или опровергните, что [image: image78.png](n¥) = knk-1n’



.

5. Решите уравнение [image: image80.png]


.

6. Решите уравнение [image: image82.png]


.

7. Решите уравнение [image: image84.png]


.

8. Решите уравнение [image: image86.png]2b



, [image: image88.png]h=>1



.

9. Решите уравнение [image: image90.png]


.

10. Предложите формулу производной для рациональных чисел. Решите уравнения 5–9 для рациональных значений n.
26. Квадрат разностей 
В вершинах квадрата расставлены числа [image: image92.png]


, [image: image94.png]


, [image: image96.png]


, [image: image98.png]


. Каждый шаг состоит из следующих действий: в серединах сторон отмечаются точки и расставляются модули разностей чисел, стоящих в соседних вершинах; вписывается квадрат, используя отмеченные точки в качестве новых вершин. Шаги повторяют до тех пор, пока не получится квадрат, в вершинах которого стоят нули (будем называть его нулевой квадрат).

1. Найдите все числа [image: image100.png]


, [image: image102.png]


, [image: image104.png]


, [image: image106.png]


 такие, что нулевой квадрат появится после первого шага.

2. Найдите все числа [image: image108.png]


, [image: image110.png]


, [image: image112.png]


, [image: image114.png]


 такие, что нулевой квадрат появится после второго шага.

3. Найдите все числа [image: image116.png]


, [image: image118.png]


, [image: image120.png]


, [image: image122.png]


 такие, что нулевой квадрат появится после третьего шага.

4. Найдите все числа [image: image124.png]


, [image: image126.png]


, [image: image128.png]


, [image: image130.png]


 такие, что нулевой квадрат появится после четвертого шага.

5. Для всех ли чисел [image: image132.png]


, [image: image134.png]


, [image: image136.png]


, [image: image138.png]


 обязательно появится нулевой квадрат?
27. Периодические функции 
Напоминаем, что наименьший положительный период, называется основным периодом. 

0.1.  Докажите, что функция [image: image140.png]


 не имеет основного периода.

0.2.  Докажите, что функция [image: image142.png]D)



не имеет основного периода. [image: image144.png]Dx)-



функция Дирихле. [image: image146.png]Lx€ae

D(X):[O,xeu.




0.3. Найдите все периодические функции, заданные на [image: image148.png]


, не имеющие основного периода.

0.4.  Является ли функция [image: image150.png]h(X) = e~



 периодической? Если да, то имеет ли основной период?

1.1. Существуют ли такие периодические функции, имеющие основной период [image: image152.png]


, что их сумма — периодическая функция c основным периодом [image: image154.png]N



.

1.2. Существуют ли такие периодические функции, имеющие основной период [image: image156.png]


, что их сумма — периодическая функция, не имеющая основного периода.

1.3. Существуют ли такие периодические функции, имеющие основной период, что их сумма — непериодическая функция?

1.4. Существуют ли такие периодические функции, не имеющие основного периода, что их сумма — а) не периодическая функция, б) периодическая функция, имеющая основной период.

2.1. Существуют ли такие периодические функции [image: image158.png]


 и [image: image160.png]


, что [image: image162.png]


.

2.2. Существуют ли такие периодические функции [image: image164.png]


 и [image: image166.png]


, что [image: image168.png]


.

2.3. Для каких многочленов [image: image170.png]fO=ax"+a, X" '+-+a,x+a,



, [image: image172.png]A, =0



, [image: image174.png]


, существуют такие периодические функции [image: image176.png]


 и [image: image178.png]


, что [image: image180.png]g+ r() = OO



?

2.4. Существуют ли такие периодические функции [image: image182.png]


 и [image: image184.png]


, что [image: image186.png]


.

2.5. Существуют ли такие периодические функции [image: image188.png]


 и [image: image190.png]


, что [image: image192.png]


.

2.6. Можно ли представить в виде суммы двух периодических функций следующие функции: а) [image: image194.png]fOX) =X +Sinx




, б) [image: image196.png]foo =[xl



.

28. Критерий для последовательностей

1. Доказать, что число [image: image198.png]


 является числом Фибоначчи тогда и только тогда, когда  или  является полным квадратом.

2. Найти критерий, когда число [image: image200.png]


 является членом последовательности, заданной рекуррентной формулой [image: image202.png]


, [image: image204.png]


, [image: image206.png]


.

3. Найти критерий, когда число [image: image208.png]


 является членом последовательности, заданной рекуррентной формулой: [image: image210.png]


, [image: image212.png]


.

4. Найти критерий, когда число [image: image214.png]


 является членом последовательности, заданной рекуррентной формулой: [image: image216.png]


, [image: image218.png]


.

5. Найти критерий, когда число [image: image220.png]


 является членом последовательности, заданной рекуррентной формулой: [image: image222.png]


, [image: image224.png]


.
29. Одним разрезом

[image: image1.wmf]n

1. На листе бумаги нарисовали равносторонний треугольник. Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать треугольник одним прямолинейным разрезом?

2. На листе бумаги нарисовали произвольный треугольник. Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать треугольник одним прямолинейным разрезом?

3. На листе бумаги нарисовали правильную пятиконечную звезду. Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать звезду одним прямолинейным разрезом?

4. На листе бумаги нарисовали кота (см. рис.). Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать кота одним прямолинейным разрезом?

5. На листе бумаги нарисовали произвольный многоугольник. Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать многоугольник одним прямолинейным разрезом?

30. Функциональные корни                                                
Назовем функцию f(x) функциональным корнем второй степени для функции g(x), если f(f(x) = g(x). Аналогично определим функциональные корни более высоких степеней. 

0. Докажите, что 
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является функциональным корнем второй степени для функции g(x) = х (
[image: image226.wmf][

)

¥

+

=

=

;

1

)

(

)

(

g

D

f

D

). Верно ли, что любой функциональный корень второй степени для функции g(x) = х является обратной функцией к самой себе, т.е. если f(f(x) = х, то f(x) = f –1(x).

1. Докажите, что графики функциональных корней второй степени для функции g(x) = –х обладают следующим свойством: их графики переходят сами в себя при повороте на угол 90( относительно начала координат.

2. Покажите, что для функции  а) 
[image: image227.wmf]x

x

x

g

2

1

)

(

+

+

=

,  б) 
[image: image228.wmf][

)

)

;

0

)

(

(

1

)

(

+¥

=

+

=

g

D

x

x

x

g

 существуют функциональные корни степени n, для любого натурального n.

3. Существует ли функция f: N ( N  такая, что 
[image: image229.wmf]1
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 для любого натурального п (f применена п раз)?

4. Доказать, что не существует никаких функций f(x), определенных при всех х, таких, что f(f(x) = x2 – 2010. Существуют ли такие функции, если 2010 заменить на некоторое другое действительное число с?

Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.

Лавринович Л.И.
31. Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить единственна ли она.

32. Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
[image: image230.wmf]1011

196169

=

. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

33. Выборы. Выборы президента США не прямые, двухступенчатые. В первом туре избиратели каждого штата отдают свои голоса выборщикам, число которых равно числу членов палаты представителей и сената от данного штата. Избранным считается целиком список выборщиков, получивших большинство голосов. Избранным считается кандидат в президенты набравший абсолютное число голосов выборщиков. Какое наименьшее число голосов избирателей должен набрать кандидат, чтобы победить.

34. Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д)

35. Способы задания многоугольников. Есть различные способы задать многоугольники на плоскости. (Системы линейных неравенства, уравнения с модулями, параметрические уравнения.) Найти взаимосвязь между этими формами.

36. Фигуры наибольшей площади. На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в .этой точке не превосходит 
[image: image231.wmf]a

. 

37. Крестики-нолики. Двое играют в игру на бесконечном листе бумаги. За ход один ставит N крестиков в любом месте. Другой – M ноликов. Последующими ходами можно ставить крестики и нолики только в клетки с уже помеченными. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Исследовать выигрышные стратегии. (Квант 1971)

38. Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

39. Разложение на простейшие дроби. Рассматриваются дроби вида 
[image: image234.wmf]т

1

. Можно ли представить произвольное число в виде суммы таких дробей с различными знаменателями. Рассмотреть ту же задачи для случая простых знаменателей.

Наумик М . И.      

 
40. Восстановление прямых. 1.На плоскости  провели  100 прямых, никакие две из которых не параллельны и никакие  три не пересекаются  в одной точке их пересечения. После этого все прямые  и k отмеченных  точек стерли. При каком наибольшем k  по оставшимся точкам пересечения  заведомо можно восстановить  исходные прямые?                                                      

    2. Тот же вопрос, если n прямых.

    3. Тот же вопрос, если к  n  прямым добавлено  t   параллельных прямых. 

    4. Рассмотрите другие варианты.  

   
41. Лунки и шарики 1. Имеется 15  лунок, в каждой из которых  лежит от 1 до 9  шариков.  За один шаг можно выбрать любые 11  лунок и в  них положить по одному шарику.  За какое минимальное число шагов можно сделать так, что в каждой лунке будет одинаковое число шариков?   

     

2.Если лунок  n  и в каждой  из них лежит от 1 до  k шариков и выбирается  t любых лунок , то за какое минимальное число шагов можно сделать так ,что в каждой лунке будет  одинаковое число  шариков

   
42. Двумерные алгебры
   а) алгебра комплексных чисел,  

   б) система двойных чисел,
   в) система дуальных чисел,  

   г)найти другие двумерные  алгебры  и их применение  в математике или физике.
43. Таблицы из нулей и единиц

       1.  В клетках доски n ( n  расставили  нули и единицы . Во всех клетках левого столбца стоят единицы, а в  каждой фигурке, состоящей из клетки и ее слева и снизу сумма чисел четна. Доказать ,что в  таблице  нет двух  одинаковых строк . 

       2.  А если доска   n ( т.  

   
44.  Хорошие числа  
     а) Назовем  натуральное число хорошим  , если  сумма обратных величин всех его натуральных делителей – целое число .  Докажите , что  если  m - хорошее число ,  а  p > m – простое, то число  pm  не является хорошим.  

     б) Найдите  хорошие числа.  

     в) Может удастся найти все хорошие числа  или необходимое и достаточное условие того, что число является хорошим.

45. Счастливые числа 

      1.Через  s(n)  обозначим сумму цифр  в двоичной  записи натурального числа  n. Натуральное  число  n  назовем  счастливым, если  s(n)  = s(kn).  

     2.Доказать, что существует бесконечно много пар подряд идущих счастливых чисел .   

     3.Доказать, что не существует трех  подряд  идущих  счастливых чисел.   

     4. Обобщите задачу и исследуйте ее.

Калинчук В.Н.

46. Доказательства неравенств 

Теория альтернативного доказательства олимпиадных неравенств. (Применение производной).

Чернов С.Ю.

47. Безумный Таракан 2 

1. На отрезке AB отмечена середина C. В точке A сидит таракан, в точке B лежит сахар. За одну секунду таракан перебегает (равновероятно) в одну из точек, соседних с той, в которой он находится (например, из A таракан гарантированно побежит в C, а из C – в A или в C с вероятностью 1/2). За какое среднее время таракан достигнет сахара?

2. В корневой вершине дерева находится таракан, а в одной из висячих вершин – лежит сахар. За одну секунду таракан перебегает (равновероятно) по ребру дерева в одну из вершин, смежных с той, в которой он находится. За какое среднее время таракан достигнет сахара?

48. Вписанные окружности
1. В белый правильный треугольник со стороной a вписан зеленый круг радиуса r_0. В три белые области внутри треугольника вписаны зеленые круги (радиусы – r_1), каждый из которых касается двух сторон треугольника и вписанного на первом шаге круга. В получившиеся девять белых областей снова вписаны зеленые круги радиуса r_2. И т.д.

2. Найдите r_1 и r_2. Найдите r_n.

49. Майки и Блокноты 

1. Майки и блокноты для Бригантины весом 1350 кг упакованы в коробки так, что вес каждой коробки не превосходит 35 кг. Грузоподъемность машины Бориса Валентиновича составляет не более 150 кг. Докажите, что все майки и блокноты Борис Валентинович сможет перевезти на 11 поездок.

2. Обобщите предыдущий пункт.

�<!--EndFragment-->
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