XX республиканская летняя научно-исследовательская школа

«Бригантина‑2015», 13-30 июля 2015
Темы (задачи) для научных исследований по 

МАТЕМАТИКЕ 

Примечания.    1) В списке тем могут дополнения и изменения. 
2) Участники школы могут продолжать исследования по темам, ранее разрабатываемым в своих учебных заведениях. Для этого в первые два дня работы необходимо заявить свою тему ответственному за научные семинары по математике и согласовать порядок работы с научным руководителем.

Задворный Б.В. и другие …
1. Химики и алхимики.

 На конгресс собралось 1990 ученых – химиков и алхимиков. Химик правдив, а алхимик может и соврать. Химиков больше. За какое минимальное число вопросов можно установить, кто есть кто?
2. Мудрецы. 
Хорошо известна следующая задача: «Три мудреца А, В и С участвуют в конкурсе на сообразительность. Ведущий просит их закрыть глаза, предупреждает, что оденет на каждого из низ красную или синюю шляпу (на самом деле одевает на каждого – красную), затем просит открыть глаза и поднять руку тех, кто видит на ком-либо из соседей красную шляпу. Естественно все трое сразу подняли руку. Задание: кто быстрее всех догадается какого цвета шляпа на его голове, тот будут победителем (своих шляп мудрецы не видят, они безошибочно могут делать различные логические рассуждения, только с разной скоростью). Мудрецы задумались; наконец, кто-то из них сказал: «Я знаю, на мне красная шляпа.» Как он рассуждал.»

Исследование состоит в следующем: изучить возможность распространения этой задачи на п мудрецов (возможно, с дополнительными условиями). В частности, для двух мудрецов задача тривиальна.
3. Необычная игра в крестики-нолики на доске m(n.   Правила игры остаются старыми, с той лишь разницей, что каждый игрок на своем ходу может поставить либо крестик, либо нолик по своему желанию. Побеждает тот, кто первый поставит ряд из трех (четырех, …) одинаковых фигур. Кто выиграет при правильной игре и почему? (Источник для случая доски 3(3 – «Командно-личный турнир школьников «Математическое многоборье», 2008-2010, МЦНМО-2012)
4.  Переливания – 2     (в пп. А), Б), В) можно попытаться решать и в младших классах, п. Г) не раньше 8-9 класса)

А) «Имеется семь одинаковых стаканов с водой: первый стакан заполнен водой наполовину, второй на треть, третий на четверть, четвертый на одну пятую, пятый на одну восьмую, шестой – на одну девятую, и седьмой на одну десятую. Разрешается переливать воду из одного стакана в другой или переливать воду из одного стакана в другой до тех пор, пока тот не заполнится доверху. Может ли после нескольких переливаний какой-нибудь стакан оказаться наполненным:

а) на одну двенадцатую;                     б) на одну шестую»; (Интересна идея – в задаче № 33 из сб. «Всеросс. олим. школьн. по мат. 1993-2006»:

в) вообще – какие численные значения объема можно получить?!

Б) (Общие постановки)   Пусть имеется несколько одинаковых сосудов (три, четыре, пять, …) наполненных на р1, р2, р3, …, жидкостью (все рi ( Q, 0 < рi  < 1). Найти все множество значений т/п такие, что можно некоторой последовательностью переливаний получить сосуд, заполненный на т/п (0 < т/п < 1, т, п ( N). Для решения этой задачи нужно будет подробно изучить различные комбинации переливаний, по существу понять что мы можем добавить в некоторый стакан (или сосуд), что из него отнять (своеобразное «сложение» и «вычитание»), как все это зависит от исходной комбинации стаканов (сосудов) и их заполненности. 

В) А если рi ( Q(
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). Изучить не только множество получаемых значений за k шагов (операций), но и возможность получения сколь угодно малых значений объемов жидкости в каком-либо сосуде (и скорость такого получения).

Г) Дав соответствующие определения системы сосудов, разрешенных операций, общей «схемы» переливаний в системе, изучить устойчивость этой схемы (системы) в зависимости от малых изменений начальных объемов.

5.     Суммы множеств натуральных чисел

1.1. Найдите сумму всех трехзначных чисел. 

1.2. Докажите, что сумма всех шестизначных чисел равна 494999550000.

1.3. Докажите, что сумма всех п-значных чисел 
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1.4. Найдите сумму всех четных п-значных чисел 
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1.5. Найдите сумму всех п-значных чисел 
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1.6. Найдите сумму всех п-значных чисел 
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, кратных 3 (предложите общую или рекуррентную формулу или хотя бы алгоритм вычисления этой суммы).

1.7. Найдите сумму всех четырехзначных четных чисел, которые можно записать цифрами 0, 1, 2, 3, 4, 5 (одна и та же цифра в числе может повторяться).

1.8. Найдите сумму всех четырехзначных чисел, состоящих только из четных цифр (одна и та же цифра в числе может повторяться).

Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

6.     Число решений линейного диофантового уравнения

I. а) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y), линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 0, таких, что x ( [-10; 10].
б) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 0, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
в) [1] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = 1, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).

г) [3] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения 2x – 3y = c, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от c, s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).

II**. Попробуйте рассмотреть следующее обобщение этой задачи.

      а) [2 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y), линейного диофантового уравнения Аx – Вy = 0, таких, что x ( [-10; 10] (А и В – некоторые целые числа, предлагаем начать с некоторых определенных чисел, отличных от 2 и 3).
б) [3 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = 0, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
б) [3 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = С, таких, что x ( [s; t], s и t ( Z. (Попробуйте указать точную формулу в зависимости от s и t, либо хотя бы простой алгоритм нахождения этого числа).
III***. Попробуйте рассмотреть такие направления исследования этой задачи: 

III. 1) [4 или более] Найдите число всех решений, т.е. упорядоченных пар целых чисел (x, y) линейного диофантового уравнения Аx – Вy = С, таких, что x и y ( [s; t], s и t ( Z. Предложите общую формулу или простой алгоритм определения такого числа хотя бы дл некоторых значений А, В и С (продемонстрируйте «работу» полученной вами формулы или алгоритма на одном конкретном наборе значений А, В, С)
III. 2) [4 или более]. Рассматривая совокупность уравнений вида Аx – Вy = С, таких что целые значения А и В фиксированы, а С «пробегает» все возможные целые числа, определите число всех решений этой совокупности, попадающих в прямоугольник П = {(x, y)| x ([s; t], s и t ( Z, y ([p; q], p и q ( Z}. Геометрически это означает: сколько точек координатной плоскости с целыми координатами из прямоугольника П = [s; t] ([p; q] принадлежат множеству параллельных прямых  Аx – Вy = С, А и В – целые фиксированные, С – произвольное целое число.

7. Замощения плоскости равными многоугольниками 

1) Замостите плоскость равными треугольниками (иными словами, заполните всю плоскость без «пробелов» равными треугольниками, не имеющими общих внутренних точек).

2) Замостите плоскость равными а) параллелограммами, б) ромбоидами (замечание: ромбоид – четырехугольник, составленный из двух равнобедренных треугольников с общим основанием).

3) Можно ли замостить плоскость равными выпуклыми четырехугольниками?

4) Можно ли замостить плоскость равными невыпуклыми четырехугольниками?

5) Для каких многоугольников  (равных 5-угольников, равных 6-угольникков, равных 7‑угольников, …) вы сможете осуществить замощение плоскости. Для каждого типа многоугольника укажите случаи (условия), при которых замощение возможно, а также условия, когда замощение точно невозможно. Представьте ваши условия в каждом случае в виде конкретно сформулированных утверждений и обоснований.

ПРИМЕЧАНИЕ. В каждом пункте обратите внимание на следующие вопросы: А. однозначность замощения (с точностью до симметрий); Б. наличие простого алгоритма замощения (под «простым алгоритмом» будем понимать алгоритм, который легко реализуется с помощью циркуля и линейки); В. по-видимому, в некоторых случаях вам удастся дать ответ (положительный или отрицательный) для всех многоугольников определенного типа, а в некоторых – только для некоторых: тем не менее во всех рассмотренных вами случаях четко разграничьте соответствующие условия.

8.     Разрезания

Возможно ли разрезать на равнобедренные треугольники: а) квадрат; б) прямоугольник; в) параллелограмм; г) равнобокую трапецию?

4.1. Если – да, то покажите как, если нет, то докажите. 

4.2. Дополнительно, если нет, то дайте по возможности более общие условия, при  которых фигуру можно разрезать на равнобедренные треугольники.

4.3. Дополнительно, если да, то, на какое число равнобедренных треугольников можно разрезать соответствующую фигуру, а на какое – нельзя? 


Примечание. В пункте 4.3 укажите все множество значений, на которое можно разрезать данную фигуру и как, например, покажите, что квадрат можно разрезать на любое число равнобедренных треугольников, начиная с двух. Если же на некоторое число равнобедренных треугольников нельзя разрезать, то докажите это.

Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их. Например, рассмотрите аналогичные задачи для разрезания различных фигур (прямоугольного или произвольного треугольника, квадрата, прямоугольника, трапеции, произвольного многоугольника) на равнобокие трапеции, на произвольные трапеции (например, интересно, можно ли разрезать правильный пятиугольник на трапеции?!)
9. Разрезания различных фигур на прямоугольники разных размеров (или разрезания – 2)  (причем разрезания не только прямоугольников, не только полностью, но и с остатком; способы разрезаний, виды остатков и их расположение)
Для начала ответьте на следующие вопросы: можно ли замостить доску 10×10 прямоугольниками 1×4?
Какое наибольшее количество полосок    а) 1×5;     б) 1×6;    в) 1×7 можно вырезать из листа клетчатой бумаги размером 27×34? (Резать можно только по линиям клеток.) Какой будет при этом остаток. А если решать эту задачу для разрезания других многоугольников.
Можно ли ввести отношение эквивалентности для разрезания различных досок, классы эквивалентности, элементарные представители классов.

10. Разрезания – 3 

Предварительное замечание. Воспользуйтесь предложениями предыдущей задачи!
Исходная задача. Сколькими способами можно вырезать из квадрата 9(9 квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? (Способы вырезания, получаемые друг из друга симметрией или поворотом, будем считать различными.)

Общая постановка задачи. 

1.  Для каких натуральных чисел п из квадрата п(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

2.  Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3?

3.  Рассмотрите обобщения этой задачи в следующих двух направлениях: 

а) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат р(р (р – заданное натуральное число) так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники 2(3? 

б) Для каких натуральных чисел т и п из прямоугольника т(п можно вырезать квадрат 3(3 так, чтобы оставшуюся часть можно было разрезать на прямоугольники s(t, где s и t – заданные натуральные числа? (Рассмотрите хотя бы некоторые случаи значений s и t.)

4. Аналогично исходной задаче во всех пунктах 1 – 3 попробуйте указать или хотя бы оценить количество способов соответствующих вырезаний.

5.  Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.

11. Вокруг формулы Пика. 

Вершины многоугольника (не обязательно выпуклого) расположены в узлах целочисленной решетки, имеющей клетчатую структуру. Внутри многоугольника лежит n узлов решетки, а на границе (включая вершины) – m узлов. Известно, что площадь такого многоугольника равна n + m/2 – 1 (формула Пика). 
Однако эта формула уже не будет верна для неодносвязных многоугольников (т.е. многоугольников, из внутренней области которых исключены (выброшены) куски многоугольной формы, тоже с вершинами в узлах решетки). Известно также, что не существует общей формулы для вычисления объемов многогранников с вершинами в узлах пространственной решетки через количество узлов такой решетки, расположенных внутри или на границе многогранника. Отсюда естественным образом вытекают следующие задачи.

1) Получить аналог формулы Пика для многоугольников сложной структуры (с выброшенными областями и т.п.).

2) Получить аналог формулы Пика для многоугольников, расположенных на решетках другого вида (треугольной, шестиугольной и т.п.).
3) Получит аналог формулы Пика для некоторых классов многогранников (можно начать с «простых» многогранников – прямоугольных параллелепипедов, произвольных параллелепипедов, пирамид и т.п.). Получить необходимые и достаточные условия, при которых для многогранников заданного типа существует формула Пика или ее аналоги.

12. Задача о количестве острых и тупых углов. 

Чему равно наибольшее число острых углов в плоском (несамопересекающемся) n-угольнике? А чему может быть равно наименьшее число тупых углов? 
Примечания. Для второго вопроса возможно рассмотрение двух случаев: а) величина тупого угла лежит в интервале (90°;180° ), б) величина тупого угла лежит в интервале (90° ; 360°). Изменятся ли ответы во всех случаях, если вместе с острыми или соответственно тупыми углами рассматривать прямые углы?

А если на величины углов наложить какие-нибудь другие ограничения (предложите их сами)? А если n-угольник самопересекающийся?
13.   Суммы углов самопересекающихся многоугольников

Для начала несколько определений. Самопересекающийся  многоугольник – замкнутая ломаная линия, звенья которой могут пересекать друг друга. В противном случае многоугольник будет называться самонепересекающимся. Точки пересечения сторон многоугольника (или точки самопересечения) не являются его вершинами. Углами будем считать углы при вершинах многоугольника.

Сумму углов самопересекающегося многоугольника можно корректно определить, только для ориентированного многоугольника. Более точно:
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если каждой стороне многоугольника задать направление, т.е. указать, какую из двух определяющих ее вершин мы будем считать ее началом, а какую – концом, и притом так, чтобы начало каждой стороны было концом предыдущей,   то  получится   замкнутый   многоугольный 

путь, или ориентированный многоугольник.

В этом случае под его углом будем понимать угол между соседними сторонами, взятый с одной стороны (например, справа) относительно выбранного направления (см. рис. 1). Таким образом, сумму углов самопересекающегося многоугольника можно посчитать двояко («справа» относительно выбранного направления или «слева»). 

Рассмотрите задачу нахождения сумм углов самопересекающихся многоугольников в двух основных направлениях.

Направление 1. Определение 1. Назовем точку самопересечения многоугольника простой, если часть многоугольного пути, определенного последовательными звеньями многоугольника, начинающаяся и заканчивающейся в этой точке, не имеет других точек самопересечения. Указанную часть многоугольного пути назовем петлей самопересекающегося многоугольника (рис. 2).

Петли могут быть двух видов: внешние и внутренние (см. разные случаи на рис. 2).

Определение 2. Самопересекающийся многоугольник назовем многоугольником с петлями,  если он состоит из основной части (основного многоугольника) и нескольких петель. Основной многоугольник получается из самопересекающегося многоугольника с петлями  отбрасыванием всех петель (отсечением петель в соответствующей точке самопересечения). 

Для определенности выбор направления ориентированного многоугольника и углов будем далее осуществлять таким образом, чтобы в сумме углов учитывались внутренние углы основного многоугольника.

Рис. 2.[image: image7.png]



Задачи: 1.1) Найдите сумму углов самопересекающегося четырехугольника.

1.2) Найдите сумму углов самопересекающегося пятиугольника: а) с одной внешней петлей; б) с одной внутренней петлей.

1.3) Найдите сумму углов самопересекающегося n-угольника: а) с одной внешней петлей (двумя, тремя, … внешними петлями); б) с одной внутренней петлей (двумя, тремя, … внутренними петлями); в) с  m  внутренними и  k  внешними петлями.

1.4) Предложите свои задачи и обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Направление 2. Определение 3. Назовем самопересекающийся многоугольник правильным звездчатым, если всего его стороны равны и каждая следующая повернута в одном и том же направлении, на один и тот же угол по отношению к предыдущей.

Свойство 1. Все вершины правильного звездчатого многоугольника лежат на одной окружности (окружности, описанной около него; попробуйте это доказать!).

Существуют различные виды правильных звездчатых многоугольников даже с одинаковым количеством вершин (сторон). Будем обозначать их S(п, k), где п – число вершин (сторон) звездчатого многоугольника, k – через сколько вершин, расположенных на описанной окружности, находятся две его смежные вершины (т.е. соединенные одной стороной), если считать одну из этих смежных, k < п/2. 

Например, для звездчатого семиугольника есть два различных вида: S(7, 2) и S(7, 3) (см. рис. 3 и 4).

Задачи: 2.1) Найдите сумму углов звездчатого пятиугольника.

2.2) Найдите сумму углов звездчатых семиугольников S(7, 2) и S(7, 3).

2.3) Исследуйте общий вопрос: для каких  п и k существуют правильные звездчатые многоугольники вида S(п, k). Найдите суммы углов таких многоугольников. (Для начала попробуйте рассмотреть хотя бы некоторые частные случаи.)

2.4) Предложите свои обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Предложите свои направления исследования этой задачи и изучите их.

14.   Построения с помощью двусторонней линейки и построения на клетчатой плоскости
Предварительные задачи:

1. Даны две параллельные прямые. С помощью обычной линейки (без циркуля) разделите пополам отрезок, лежащий на одной из них.

2. Даны две параллельные прямые и точка Р. Проведите через точку Р прямую, параллельную данным прямым.

Во всех следующих пунктах построения следует выполнять с помощью двусторонней линейки (без циркуля), а именно: пусть имеется линейка с двумя параллельными краями, расстояние между которыми равно а, разрешаются следующие построения:

1) проводить прямую через две данные точки;

2) проводить прямую, параллельную данной и удаленную от нее на расстояние а;

3) через две данные точки А и В, где АВ >а, проводить пару параллельных прямых, расстояние между которыми равно а. Таких пар параллельных прямых четыре: две пары такие, что точки А и В лежат на одной из этих прямых (назовем такие пары прямых – внешними парами параллельных прямых для точек А и В), и еще две пары такие, что точки А и В лежат на разных прямых (назовем такие пары прямых – внутренними парами параллельных прямых для точек А и В).

Рассмотрите следующие задачи:

3. а) Постройте биссектрису данного угла АОВ.

б) Дан острый угол АОВ. Постройте угол ВОС, биссектрисой которого является луч ОА.

4. а) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l. 
б) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l, проходящий через данной точку А, лежащую на прямой l.

в) Восстановите перпендикуляр к данной прямой l, проходящий через в точку А, не лежащую на прямой l.

5. а) Постройте середину данного отрезка.

б) Через данную точку проведите прямую, параллельную данной прямой.

6. Даны угол АОВ, прямая l и точка Р на ней. Проведите через точку Р прямые, образующие с прямой l угол, равный углу АОВ.

7. Даны отрезок АВ, непараллельная ему прямая l и точка М на ней. Постройте точки пересечения прямой l с окружностью радиуса АВ с центром М.

8. Даны прямая l и отрезок ОА, параллельный l. Постройте точки пересечения прямой l с окружностью радиуса ОА с центром О.

9. Верно ли, что все задачи на построение, решаемые (выполняемые) с помощью циркуля и линейки, могут быть решены с помощью двусторонней линейки (попробуйте построить соответствующую теорию: сформулируйте необходимые определения, аксиомы, утверждения, обоснования).

10. Какие задачи на построение могут быть решены с помощью обычной линейки на клетчатой плоскости (попробуйте построить теорию таких построений, аналогичную пунктам 3-9).

15. «Пузатость» прямоугольников
Назовем «пузатостью» прямоугольника отношение длины меньшей стороны к длине большей стороны (например, пузатость квадрата равна 1).

1) Разрежем квадрат произвольным образом на четыре прямоугольника двумя перпендикулярными прямыми, параллельными его сторонам. Докажите, что сумма пузатостей четырех полученных прямоугольников не меньше единицы.

2) Аналогично первому пункту проведем т прямых, параллельных сторонам квадрата. На какое число прямоугольников они могут разрезать квадрат? Найдите максимально возможную суммарную пузатость всех полученных прямоугольников.

3) Вообще, для каких натуральных значений k, можно найти такое расположение т  прямых, параллельных сторонам квадрата, чтобы они разрезали квадрат на прямоугольники, сумма пузатостей которых была бы равна k? Попробуйте обобщить эту задачу.

4) Попробуйте сформулировать аналогичные вопросы и ответить на них (с обоснованием) для разрезания прямоугольников с заданной пузатостью. Значение пузатости исходного прямоугольника (т.е. отношение длин его сторон) задайте сами. Например:

4.1. Верно ли, что суммарная пузатость полученных при разрезании прямоугольников всегда больше пузатости исходного прямоугольника?

4.2. Для каких натуральных значений k, вы сможете найти такое расположение т  прямых, чтобы они разрезали прямоугольник на меньшие прямоугольники, сумма пузатостей которых была бы равна k?

5) Предложите свои вопросы для обобщения этой задачи и исследуйте их.13.      
16. Аналитическое представление множеств точек, заданных на координатной плоскости.

Введение. Пусть на координатной плоскости задана некоторая фигура (множество точек). Под словом «задана» будем понимать точное (с математической точки зрения) описание этого множества. Или более подробно: точное описание фигуры – это такое описание, на основании которого мы можем точно сказать, принадлежит ли фигуре заданная (произвольная фиксированная) точка плоскости или нет. Например:
А) для конечной ломаной под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов (вершин) ломаной;

Б) если ломаная содержит бесконечное число звеньев, то под точным описанием можно понимать задание координат последовательных узлов ломаной формулой общего члена или рекуррентной формулой;

В) фигура может быть представлена как объединение и(или) пересечение конечного или бесконечного множества известных (заранее заданных) геометрических фигур (отрезков, многоугольников, окружностей, кругов и т.д.), каждая из которых может быть точно описана аналогично пп. А) и Б).
Под аналитическим представлением фигуры будем понимать задание этой фигуры с помощью одной определенной формулы (функции, уравнения), в записи которой используются функции из заранее заданного множества М,  знаки арифметических операций (сложения, вычитания, умножения, деления) и композиция функций. В качестве М на начальном этапе предлагается брать множество

М = {
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Задание. 1) Попробуйте построить аналитическое представление отдельных фигур на плоскости: заданного отрезка, ломаной, треугольника, многоугольника (с внутренностью и без нее), круга и т.п.).
   2) Попробуйте предложить общий подход к построению аналитических представлений различных фигур.

17. Соотношения между арифметическими и геометрическими прогрессиями.


При каких условиях из геометрической прогрессии можно выделить арифметическую? (Конечную или бесконечную?!)

При каких условиях из арифметической прогрессии можно выделить геометрическую? (Конечную или бесконечную?!)

Рассмотрите другие последовательности и аналогичные задачи для них.

18.     Остатки и концовки

1. Найдите все двузначные числа, всякая натуральная степень которых оканчивается двумя цифрами, составляющими первоначальное число.

2. Найдите все трехзначные числа, всякая натуральная степень которых оканчивается тремя цифрами, составляющими первоначальное число.

3. Какие остатки может давать сотая степень целого числа при делении на 125?

4. Докажите, что если целое число N взаимно просто с 10, то 101-я степень числа N оканчивается теми же тремя цифрами, что и N (так, например, 1233101 оканчивается цифрами 233, а 37101 – цифрами 037).

5. Пусть N – четное число, не делящееся на 10. Какова будет цифра десятков числа N20? Какова будет цифра сотен числа N200?

6. Предложите свои обобщения и направления исследования этой задачи и изучите их. Возможно, Вы сможете сформулировать более точные результаты по указанным выше пунктам и доказать их (например, указать цифру десятков или сотен в п. 5 для меньших степеней).
19. «Незаконное» сокращение. 


Доказать, что существуют лишь три правильные дроби со знаменателями меньшими 100, которые можно привести к несократимому виду, «незаконно» зачеркнув одинаковые цифры в числителе и знаменателе. Одна из них – это дробь 26/65 = 2/5. Найдите остальные две дроби и докажите, что других дробей, обладающих тем же свойством не существует. Источник задачи: № 302 из сб. «400 олимпиадных задач для школьников и студентов (из журнала «АММ»)».


Общая постановка: Попробуйте рассмотреть такие же вопросы для чисел со знаменателем меньшим 1000 и т.п. Интересно, можно ли получить общие рекомендации для решения подобных задач.       
20.     Прогрессии и простые числа

(350.)  а) Доказать, что среди членов арифметических прогрессий 3, 7, 11, 15, 19, 23,… и 5, 11, 17, 23, 29, 35, …имеется бесконечно много простых чисел.

б) Доказать, что среди членов арифметической прогрессии 11, 21, 31, 41, 51, 61, … имеется бесконечно много простых чисел.

в) Доказать, что среди членов арифметической прогрессии 5, 9, 13, 17, 21, 25,… имеется бесконечно много простых чисел.

Имеет место и общее предположение о существовании бесконечного числа простых чисел в каждой арифметической прогрессии, первый член которой взаимно прост с ее разностью.
21. Корни специального вида рациональных уравнений  с целыми коэффициентами (а также с рациональными коэффициентами и т.д.)
1. Начальные задачи.

1.1. Докажите, что для любого натурального числа n, не являющегося точным квадратом, число 
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 - иррациональное число. (Начните доказательство с частных случаев, например, n = 2, 3, 5, 6, …, но попробуйте доказать утверждение для всех n.)

1.2. (Практическая задача). Даны две бочки бесконечно большой емкости. Можно ли, пользуясь ковшами емкости
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 и 2 –
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 литров, перелить из одной из них в другую ровно 1 литр воды.

1.3. Докажите, что число 
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нельзя представить в виде 
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2. Первые обобщения.

2.1. Докажите, что выражение 
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2.2. Существуют ли такие рациональные числа p, q, r, s, что при некотором n 
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2.3.  Докажите, что любую натуральную степень числа 
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– 1 можно представить в виде 
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3. Применение к решению рациональных уравнений.

3.1. Известно, что уравнение  
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 c рациональными коэффициентами имеет корнем число  
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. Найдите остальные корни этого уравнения.

3.2. Обоснуйте следующий алгоритм нахождения рациональных корней уравнения вида 
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 с целыми коэффициентами (если они, конечно, существуют): если 
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–  рациональный корень такого уравнения, то он обязательно равен 
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. Распространите этот алгоритм на такие же уравнения с рациональными коэффициентами.

3.3. Попробуйте определить корни вида 
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 и даже сложнее и т.п.)

Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.
22.   Последовательности из модулей 
1) Натуральные числа 
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 и так далее (каждое следующее число равно наименьшей из абсолютной величин попарных разностей между предыдущими числами). 

А) Верно ли, что в этой последовательности рано или поздно встретится член, равный нулю? Ответ обоснуйте.

Б) Если в п. А) ответ – да, то найдите номер первого нулевого члена последовательности (или оцените номер этого члена).

2) Пусть натуральные числа 
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3) Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.

131) Пусть
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 попарных разностей этих чисел; 
[image: image54.wmf]2

2

2

,

,

z

y

x

– абсолютные величины попарных разностей чисел 
[image: image55.wmf]1

1

1

,

,

z

y

x

 (т.е. числа 
[image: image56.wmf]|

|

1

1

y

x

-

, 
[image: image57.wmf]|

|

1

1

z

y

-

, 
[image: image58.wmf]|

|

1

1

x

z

-

); 
[image: image59.wmf]3

3

3

,

,

z

y

x

– абсолютные величины попарных разностей чисел 
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191) Последовательность натуральных чисел 
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); продолжается последовательность до первого нуля. Известно, что каждое входящее в последовательность число не превосходит 1967. Какое наибольшее количество чисел может содержать такая последовательность?
23.     Многочлены с целыми значениями

(320.) а) Доказать, что если многочлен n-ой степени Р(х) принимает целые значения при х=0, 1, 2,…, n, то он принимает целые значения и при всех целых значениях х.
б) Доказать, что всякий многочлен степени n, принимающий при каких-то n+1 последовательных целых значениях х целые значения, принимает целое значение при всяком целом х.

в) Доказать, что если многочлен Р(х) степени n принимает целые значения при х = 0, 1, 4, 9, 16, …, n2, то он принимает целое значение и при любом целом значении х, являющемся полным квадратом ( но не обязательно принимает целые значения при всех целых х).

Привести пример многочлена, принимающего целые значения при каждом целом значении х, являющемся полным квадратом, но при некоторых других целых х принимающего дробные значения.

24.    Размещение тетрамино и пентамино     (задача 1-го М/нТЮМ, 2009)
0. На самом деле начните не с тетрамино и пентамино, а с прямоугольников и уголков из трех клеток. Остальной согласно условию!

А. Для данного прямоугольника т ( п  найти число Т(т, п) непересекающихся тетрамино разного вида (или пентамино, см. рис.), которые можно разместить (вдоль линий прямоугольника)  так, чтобы не было свободного места для размещения ни одной дополнительной фигуры.

Рассмотрите задачу отдельно для каждой из следующих фигур:
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Б. Два игрока играют на доске прямоугольной формы размером т ( п, расставляя по очереди тетрамино (пентамино как в пункте А). Проигрывает тот, у которого нет хода. Исследуйте эту игру: кто выигрывает на конкретных досках, какой стратегии он должен придерживаться и т.п.

Или по другому:
А. Задача о неплотной расстановке пентамино

а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

в) Исследуйте общую задачу о максимально неплотной расстановке фигурок типа «пентамино» на прямоугольных досках m × n (оцените количественные характеристики таких упаковок, возможные методы и алгоритмы упаковок и т.п.).

г) Два игрока играют на доске m × n по следующим правилам: каждый из них по очереди выставляет, если возможно на доску пентамино. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его соперник? Исследуйте игру при различных занчениях m и n. 

д) Предложите свои направления или обобщения в этой задачи и исследуйте их.

Ответы для первых двух пунктов: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.
Наумик М.И.

Задача 1.   а) Из кубиков 1х1х1 сложили кирпич 6х10х15. Кирпич проткнули иглой вдоль его большей диагонали. Сколько кубиков проткнула игла?

б) если сложили куб n x n x n.                   в) если сложили кирпич из n x n x m. 

г) если сложили кирпич из n x k x m. 

Задача 2.     а) Дана таблица 2х40. В ее клетки нужно расставить числа 1, 2, 3, … 40 так, чтобы каждое число встретилось ровно один раз, а суммы чисел в каждой строке и в каждом столбце таблицы были нечетными. Сколькими способами это можно сделать?

б) Дана таблица k x n. Для каких k и n это можно сделать? Примеры. Может удастся найти все такие таблицы.

Задача 3.     а) Квадратная таблица 5х5 заполнена числами. Петя переставил ее столбцы так, что никакой столбец не остался на месте. В получившейся таблице Вася переставил строки так, что никакая строка не осталась на месте. В итоге получилась исходная таблица. Каково наибольшее возможное количество различных чисел в ней?

б) Квадратная таблица n x n заполнена числами. Для каких n это можно сделать? Примеры. Может удастся найти все такие n.

Задача 4.     а) На окружности расположены n фишек. За ход можно взять две из них и переставить в противоположных направлениях на равные дуги. 1а) Докажите, что не более чем за n–1 ход можно добиться того, чтобы точки, в которых стоят фишки, образовали правильный n-угольник? 2а) Решите эту же задачу с дополнительным ограничением: в процессе перемещения фишкам запрещается перескакивать через другие фишки.

б) если взять три фишки, можно ли это сделать, если одна фишка в одном направлении, а две другие в противоположном направлении делают ходы?

в) если взять четыре фишки, две в одном направлении и две в противоположном направлении делают ходы?

Задача 5. (треугольник Наполеона)       а) Пусть снаружи произвольного ( АВС построены на сторонах правильные треугольники САВ1, ВСА1, АВС1. Тогда их центры P, Q, R образуют правильный треугольник.

б) Пусть снаружи произвольного выпуклого четырехугольника построены квадраты. Образуют ли их центры квадрат?

Задача 6.     а) На плоскости провели 100 прямых, никакие две из которых не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке их пересечения. После этого все прямые и k отмеченных точек стерли. При каком наибольшем k по оставшимся точкам пересечения заведомо можно восстановить исходные прямые?                         б) тот же вопрос, если n прямых.

в) тот же вопрос, если к n добавить t параллельных прямых.

Задача 7.       а) Вдоль стен квадратного бастиона требовалось расставить 16 часовых. Комендант расставил их по 5 человек на стену, как показано на рисунке.

	(

	( ( (
	(

	(
(
(
	
	(
(
(

	(

	( ( (
	(


Затем пришел полковник и велел расставить их по 6 человек на стену. А после этого пришел генерал и приказал расставить часовых по 7 человек на стену. И, наконец, явился маршал и приказал расставить часовых по 8 человек на стену. Коменданту удалось выполнить все эти приказы. Попробуйте и вы.

б) Для каких n часовых и для каких m, k и t это можно сделать?

Задача 8.      а) Рассматриваются слова, состоящие из букв А и Б. Найдите наименьшее n, удовлетворяющее следующему условию: в любом слове длины n найдутся два идущих подряд одинаковых подслова или – не больше 1.

б) Рассмотрите слова, состоящие из букв А, Б, В.

в) Рассмотрите слова, состоящие из букв А, Б, В, Г.

Задача 9.      а) Назовем натуральное число хорошим, если сумма обратных величин всех его натуральных делителей – целое число. Докажите, что если m – хорошее число, а p > m – простое, то число pm не является хорошим.

б) Найдите хорошие числа.

в) Может удастся найти все хорошие числа.

Задача 10.         а) Найдите все пары взаимно простых натуральных чисел а и b, такие, что а2 +3b2 делится на а+3b.

б) Найдите все пары взаимно простых натуральных чисел а и b, такие, что а2 +2b2 делится на а+2b.

в) Найдите все пары взаимно простых натуральных чисел а и b, такие, что 2а2 +3b2 делится на 2а+3b.

г) Может удастся найти все пары взаимно простых натуральных чисел а и b, таких, что Аа2 +Вb2 делится на Аа+Вb, где А и В попарно взаимно простые натуральные числа. Может логично привести еще примеры А и В.
Задача 11.      а) На доске нарисован правильный 1001-угольник, вершины которого занумерованы числами 1, 2, …, 1001. Из картона вырезали такой же правильный 1001-угольник. Можно ли в вершинах картонного 
1001-угольника расставить числа 1, 2, …, 1001 (каждое число по одному разу) так, чтобы при любом положении 1001-угольников в какой-то вершине оказались равные числа (картонный многоугольник можно переворачивать)?

б) если число n – четное;

в) если число n – нечетное.

Задача 12.         а) Исходно на доске написаны многочлены х3–3х2+5 и х2–4. Если на доске уже написаны многочлены f(x) и g(x), разрешается дописать на нее многочлены f(x) ( g(x), f(x)g(x), f(g(x)) и сf(x), где с – произвольная (не обязательно целая) константа. Может ли на доске после нескольких операций появиться многочлен вида хn–1 (при натуральном n)?

б) Приведите примеры для да и для нет.

в) Может удастся описать множество всех многочленов, с помощью которых можно получить многочлен хn–1.

Рыжиков А.И.

Задача 1 (Теория расписаний, комбинаторная геометрия на прямой).

-1. На завод «Свобода» поступило некоторое количество работ, которые надо выполнить. Для каждой работы известен момент начала и окончания её выполнения (таким образом, каждая работа представляет собой фиксированный отрезок на оси времени). Каждый работник завода может одновременно выполнять не более одной работы. Известно, что число попарно пересекающихся работ равно k. Оцените сверху наименьшее число рабочих, которое нужно, чтобы выполнить все работы и тем самым приблизить наступление коммунизма.

0. На самом деле, залог хорошей работы – перерыв (а лучше несколько). Зная, что каждая работа представляет собой объединение не более, чем t отрезков, докажите, что число рабочих для выполнения всех работ не превосходит 2t(k-1).

1. Сосредоточимся теперь на первом интересном случае, когда каждая работа есть объединение не более чем двух отрезков. Можно ли улучшить оценку для предыдущего пункта?

2. Разумеется, наступлению коммунизма будет предшествовать некоторое количество одинаковой работы. Можно ли улучшить оценку предыдущего пункта, если все отрезки, входящие в работы, имеют одинаковую длину? А что, если и перерыв имеет такую же длину? Другую, но фиксированную? Решение любой такой или похожей задачи (улучшение оценки или пример (а лучше – бесконечная серия примеров)) важно для строительства коммунизма.

3. На заводе не всегда завал. Попробуйте улучшить оценки прошлых пунктов для фиксированных небольших k = 1, 2, ....

Задача 2 (Теория расписаний, онлайн алгоритмы).

На завод «Свобода» поступают по одному задания, которые надо бы выполнять. Каждое задание имеет фиксированные начало и окончание, то есть представляет из себя отрезок на оси времени. Из-за кризиса на заводе остался только один рабочий, так что не все задания получится выполнить. Это не страшно, потому что цель – выполнить как можно больше заданий. Каждое задание поступает в момент своего начала, и требуется немедленно решить, выполнять его или отклонить. Никакой информации про будущее нет. Если задание принято, рабочий занят до момента его окончания, и все поступающие за это время задания автоматически отклоняются. Если задание отклонено, оно пропадает навсегда.

Эффективность алгоритмов обработки заданий измеряется по сравнению со случаем, когда все задания известны заранее. Пусть OPT – наибольшее количество заданий, которые можно выполнить, имея полную информацию, а N – количество заданий, которое выполняется, используя ваш алгоритм. Хочется, разумеется, чтобы отношение N/OPT было как можно ближе к единице.

1. Найдите верхние и нижние оценки на возможную величину N/OPT, когда задания представляют собой а) произвольные отрезки; б) отрезки равной длины.

2. То же самое для случая, когда задания являются объединениями двух отрезков; двух отрезков равной длины; всё прочее в том же духе.

При этом для доказательства верхних оценок нужно привести такой набор поступающих заданий (зависящий от выбора заданий в процессе), который не позволяет получить результат лучше заданного. Для доказательства нижних оценок нужно привести алгоритм, гарантирующий такую оценку.

Задача 3 (Теория графов). 

Так вышло, что граф дорог города Догвилль представляет собой дерево (напомним, что деревом называется связный граф без циклов). Люди, которые занимаются логистикой в Догвилле, должны расположить в некоторых вершинах этого дерева полезные и вредные объекты.

Полезными например являются банкоматы: хочется, чтобы для каждой вершины, в которой нет банкомата, была смежная с ней (по ребру) вершина, в которой банкомат есть. Множество вершин, обладающее таким свойством, называется банкоматно доминирующим, для краткости – просто доминирующим. Размер наименьшего доминирующего множества в графе называется числом доминирования этого графа.

Вредными объектами являются макдональдсы. Их надо расставлять так, чтобы никакие два макдональдса не стояли в соседних по ребру вершинах (иначе жители Догвилля совершенно теряются из-за дилеммы в какой же из них пойти). Множество вершин, обладающее таким свойством, называется макдональдсно независимым, для краткости – независимым. Размер наибольшего независимого множества в графе называется числом независимости этого графа.

Множество вершин, являющееся одновременно независимым и доминирующим в графе, называется (сюрприз!) независимым доминирующим множеством, размер наименьшего такого множества – числом независимого доминирования.

-1. Установите соотношения на числа независимости, доминирования и независимого доминирования произвольного графа.

0. Опишите деревья, в которых совпадают числа независимости и доминирования. Придумайте, как построить большое число графов с таким свойством. Убедитесь, что семейство графов, которые вы построили, не исчерпывает все такие графы.

1. Убедитесь, что числа доминирования и независимого доминирования графа могут быть равны, а могут быть не равны. Приведите какое-нибудь бесконечное семейство деревьев, у которых они равны. Найдите необходимые условия их равенства. Достаточные. Осознайте, что найти (одновременно) необходимые и достаточные условия не получается.

2. Заметьте, что во всех определениях идёт речь о вершинах на расстоянии один (то есть вершинах, в кратчайшем пути между которыми одно ребро). Решите предыдущие пункты для определений, в которых речь идёт о вершинах на расстоянии не более два.

Калинчук В.Н.

1. Математический бильярд

В математических исследованиях реальный бильярд заменяют его моделью, носящей название «математический бильярд». Угол падения равен углу отражения. Если граница бильярдного стола имеет угловые точки, то рассматривают только те движения, которые не проходят через эти точки. (Это связано с тем, что дальнейшее поведение бильярдного шара, находящегося в угловой точке, не определено). Ломаная, вдоль которой движется шар, называется бильярдной траекторией.

Периодические бильярдные траектории — это траектории, которые после некоторого числа отражений от границы повторяют сами себя. Примеры таких траекторий в круглом бильярде — вписанные в круг правильный пятиугольник и правильная пятиконечная звезда.

 Мы будем исследовать периодические траектории математического бильярда на столах разнообразной формы. Попробуем доопределить поведение точки после попадания в угловую точку бильярда.

2. Остров Сокровищ

Джим Хокинс и Джон Сильвер при решении вопроса о праве на карту с сокровищами решили бросить жребий. В связи с отсутствием монеты на острове жребьевка проводится при помощи попугая по имени «Капитан Флинт». Попугай произвольно поднимает левую или правую лапу. Джим Хокинс предположил, что бросить жребий с одного раза слишком рискованно (Джон Сильвер может подучить попугая). И предложил следующий вариант: участники задумывают последовательности из нескольких букв. Например, Джим Хокинс задумывает последовательность ЛП и сообщает об этом Джону Сильверу; Джон Сильвер в свою очередь задумывает какую-нибудь последовательность такой же длины, например, ПЛ. Разумеется, выбранные последовательность не должны совпадать, поэтому Джим Хокинс и сообщает о своем выборе Джону Сильверу. После этого игроки начинают записывать действия попугая, записывая результат каждого поднятия. Например, после 6 поднятий с исходами: правую, левую, левую , правую, левую, левую, будет записана последовательность ПЛЛПЛЛ. Игра прекращается в тот момент, когда в записываемой последовательности букв на конце возникнет слово, выбранное Хокинсом или Сильвером; в первом случае карта достанется Хокинсу, во втором — Сильверу. Таким образом, побеждает тот, чья последовательность появится раньше.

Джон Сильвер в свою очередь предложил задумать последовательность из трех состояний. Хокинс отдал право первого хода Сильверу.

1. Найти вероятность получения карты каждым в случае последовательности из двух символов.

2. Найти вероятность получения карты каждым в случае последовательности из трех символов.

3. Пусть нашелся игральный кубик, и загадывается последовательность из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6. Какова вероятность получения карты каждым при двух символах.

4. Какова вероятность получения карты каждым при трех символах и игральном кубике.

5. Если символов больше трех (в случае, когда, жеребьевку проводит попугай).

6. Если символов больше трех (в случае использования игрального кубика).

7. Случай, когда Сильвер загадывает последовательность из п букв, а Хокинс — из т букв (т>п). Каковы оптимальные стратегии в этом случае?

8. Предложите свои варианты жребия.

3. Авария на телецентре. 

После пожара после на телецентре электрику пришлось столкнуться с довольно неприятной задачей. Имеется скрытая проводка. Наружу провода выходят только в двух местах: на первом этаже и на высоте 500 м. В том и другом случаях вывод представляет собой пучок из абсолютно одинаковых проводов. Какой конец провода в верхнем выводе соответствует тому или иному концу провода в нижнем выводе, неизвестно. Именно это и должен был установить монтер.
Чтобы выполнить свою задачу, он может сделать две вещи: А) закоротить любые провода вверху или внизу, скрутив их концы; Б) отыскать замкнутый контур с помощью специального тестера, состоящего из батарейки и звонка. Если такой прибор присоединить к концам неповрежденного провода, раздастся звонок. Лифт не работает. Какое наименьшее расстояние пройдет электрик если:

1) Проводов 7;


2) Проводов 8; 


3) Проводов 2015; 

4) Проводов n;


5) Кабелей m, в каждом проводов n; 
(технически невозможно соединить провода из разных кабелей) ;

6) Кабелей m, в каждом проводов ni  (ni члены арифметической прогрессии) ;

7) Предложите свои обобщения задачи. 
Лавринович Л.И.

1. Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить единственна ли она.

2. Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
[image: image70.wmf]1011

196169
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. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

3. Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д)

4. Способы задания многоугольников. Есть различные способы задать многоугольники на плоскости. (Системы линейных неравенста, уравнения с модулями, параметрические уравнения). Найти взаимосвязь между этими формами.

5. Фигуры наибольшей площади. 1. Найдите геометрическое место точек, удовлетворяющее условию для любых двух точек множества с координатами 
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 выполняется равенство 
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 2. На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в .этой точке не превосходит 
[image: image74.wmf]a

. 

3. Рассмотреть подобную задачу в пространстве.

6. Крестики-нолики. Двое играют в игру на бесконечном листе бумаги. За ход один ставит N крестиков в любом месте. Другой – M ноликов. Последующими ходами можно ставить крестики и нолики только в клетки с уже помеченными. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Исследовать выигрышные стратегии. (Квант 1971)

7. Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
[image: image75.wmf](
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
[image: image76.wmf](
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

8. Разложение на простейшие дроби. Рассматриваются дроби вида 
[image: image77.wmf]т

1

. Можно ли представить произвольное число в виде суммы таких дробей с различными знаменателями.

9. Графики с модулем. Известно, что графиком фукции, содержащей модули от линейных выражений, является ломанная. 1. По ломанной восстановить функцию или уравнение ее задающее. 2. Определить наименьшее количество знаков модуля для задания этой ломанной. 3. Всякую ли ломанную можно задать с помощью линейного выражения с модулями.

10. Рекуррентные и аналитические последовательности. Числовой последовательностью называется функция натурального аргумента. Существует два основных способа задания числовых последовательностей 1. Аналитический. Каждый элемент последовательности задается в явном виде как функция натурального аргумента. Например 
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. 2. Рекуррентный. Каждый последующий элемент задается через несколько предыдущих. Например 
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. Для определенного вида последовательности установить возможность перехода от одного вида задания к другому.

11. Свойства делимости членов последовательности Фибоначчи
1. Рассмотрим последовательность заданную рекуррентной формулой 
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 с начальными условиями 
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. Существуют ли такие натуральные значения m и k, при которых ни один из членов последовательности не делится на 2? на 3? на 5? на 7? на 11?

2. Последовательность Фибоначчи задается условием 
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n

n

F

F

F

+

=

+

+

1

2

 с начальными условиями 
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. Существует ли такое натуральное число р, что ни один из членов последовательности не делится на р?

3. При каких значениях p существует последовательность из пункта 1, ни один член которой не делится на p?

4. Рассмотрите подобные задачи для последовательностей вида 
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 и более высокого порядка.

5. Предложите свои обобщения и направления в этой задаче и исследуйте их.

12. Системы неравенств
1. Найдите множество всех значений 
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 таких, что существует такое положительное число [image: image89.wmf]xR
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2. Найдите все значения [image: image91.wmf]pR
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image92.wmf]12
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, что выполняется неравенство [image: image93.wmf]22
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3. Найдите все значения [image: image94.wmf]qR
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image95.wmf]12
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4. Найдите все значения [image: image97.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image98.wmf]12

,

xxR

Î

, что выполняется неравенство 
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5. Найдите все значения [image: image100.wmf],
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 такие, что существуют такие положительные числа [image: image101.wmf]123

,,

xxxR

Î
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6. Найдите все значения [image: image103.wmf],
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 такие, что существуют такое натуральное число n и такие положительные числа [image: image104.wmf]12
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, что выполняется неравенство: 
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7. Пусть положительные числа 
[image: image106.wmf]n
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 удовлетворяют неравенствам
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a) Докажите, что n > 50.

b) Приведите пример чисел, удовлетворяющих этим неравенствам.

c) При каком наименьшем n такие числа существуют?

8. Пусть (, (, p, q – некоторые наперед заданные действительные числа. При каких натуральных значениях n найдутся n положительных чисел [image: image108.wmf]12
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, для которых будет выполняться неравенство:
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9. Рассмотрите общую постановку хотя бы для некоторых других значений n, (, (, p, q и исследуйте ее. Предложите свои обобщения задачи.
Горский С.М.

1. Классика

Пусть [image: image111.png]neEN



. Найдите все такие действительные числа [image: image113.png]


 и [image: image115.png]


, что для произвольных положительных чисел верно неравенство .

2. Аналог выпуклости

Даны действительные числа [image: image117.png]a=1



 и [image: image119.png]=1



. Пусть для функции [image: image121.png][0;+=) = R




 для любых [image: image123.png]v e [0; +e)



 верно неравенство [image: image125.png](LISON f((&))



 

Исследуйте неравенство [image: image127.png])+ Fia) + o FGn)
. N




 [image: image129.png]


.

3. Бред сумашедшего
Везде в записи [image: image131.png]


, [image: image133.png]


, [image: image135.png]


, [image: image137.png]


, … попарно различные числа.

I.1. Докажите, что [image: image139.png]a(a+b)+b(b +a)




.

I.2. Докажите, что [image: image141.png]alat b+ bb+ra)b+q) cletajc+b)

@—0 T06-0 Tle—ae-m -othte

Ta—



.

I.3. Докажите, что 

[image: image143.png]ala+b)latcifa+d) bb+aj(b+c)b+d) clctajict+
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I.4. Докажите аналогичное равенство для большего числа переменных.

II.1. Докажите, что [image: image145.png]=(@+b)*



.

II.2. Докажите, что [image: image147.png]+b)a+c)
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II.3. Докажите, что
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II.4. Докажите аналогичное равенство для большего числа переменных.

III. Для каких n верно, что [image: image151.png]atblle+q bibta)b+9 cMctac+d)
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4. Классика 2

Для любых положительных чисел [image: image153.png]


 и [image: image155.png]


 докажите неравенство [image: image157.png]



Верно ли неравенство для большего числа не известных?

Можно ли заменить коэффициенты 1/3 и 2/3 на неотрицательные коэффициенты [image: image159.png]


, [image: image161.png]


 такие, что [image: image163.png]


?

Можно ли вместо среднего геометрического использовать другие средние?

Чернов С.Ю.

1. Одна последовательность (желательно 10 класс)
Выбирается действительное положительное число х. Строится последовательность по следующему правилу: 
[image: image164.wmf]x
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 и т.д. Выяснить, при каких х построена последовательность имеет предел. Найти этот предел.
2. Другая последовательность (желательно 10 класс)
1. Выяснить, возрастают или убывают следующие последовательности (n ( N):
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2

3

1

2

1

1

1

;

1

1

;

1

1

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

n

n

n

n

n

n

n

a

n

a

n

a

?

2. При каких х убывает следующая последовательность: 
[image: image166.wmf]1
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3. Доказать неравенство: 
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,  где е = 2, 718281828… .
Корлюкова И.А., Гродно
Без №. Произведение всех делителей числа                
1. Произведение всех делителей натурального числа 
[image: image168.wmf]N

оканчивается на 399 нулей. На сколько нулей может оканчиваться число 
[image: image169.wmf]N

?

[http://mathnet.spb.ru/rege.php?proto=484657].

2. Произведение всех делителей натурального числа 
[image: image170.wmf]N

 оканчивается на 2016 нулей. На сколько нулей может оканчиваться число 
[image: image171.wmf]N

? [Буфеев, С.В. Коллекция задач по арифметике целых чисел: Задания С6 ЕГЭ. изд. 3-е. ( М.: ЛЕНАНД, 2014. ( 272 с.]

3. Для скольких целых неотрицательных n не существует такого натурального числа N, что произведение всех делителей N оканчивается ровно на n нулей?

4. На сколько семерок может заканчиваться произведение всех делителей натурального числа?

5. На сколько восьмерок может заканчиваться произведение всех делителей натурального числа?

6. Предложите свои обобщения и направления исследований и изучите их.
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