XXIV республиканская летняя научно-исследовательская школа «Бригантина‑2019», 13-30 июля 2019 года

Темы (задачи) для научных исследований по 

МАТЕМАТИКЕ 

Примечания.    1) В списке тем могут дополнения и изменения. 
2) Участники школы могут продолжать исследования по темам, ранее разрабатываемым в своих учебных заведениях. Для этого в первые два дня работы необходимо заявить свою тему ответственному за научные семинары по математике и согласовать порядок работы с научным руководителем.

3) В качестве тем для исследования можно выбирать темы (следовательские задания) из других источников, в частности, из списка заданий проблемного (научного) семинара по математике, заданий турниров юных математиков – от Минского городского (5-7 классы), республиканского (см. на сайте www.uni.bsu.by), международного (www.itym.org) и т.п. 

Задворный Б.В. и другие (Бодягин И.А., Адамейко  Е.А, Белешева А.Р. Дроздова В.А., Хмых А., Шевко И.Ю., , …)
1. Химики и алхимики.

 На конгресс собралось 2017 ученых – химиков и алхимиков. Химик правдив, а алхимик может и соврать. Химиков больше. За какое минимальное число вопросов можно установить, кто есть кто?

Можно рассматривать различные вариации этой задачи (по предложениям авторов).
2. Мудрецы. 
Хорошо известна следующая задача: «Три мудреца А, В и С участвуют в конкурсе на сообразительность. Ведущий просит их закрыть глаза, предупреждает, что оденет на каждого из низ красную или синюю шляпу (на самом деле одевает на каждого – красную), затем просит открыть глаза и поднять руку тех, кто видит на ком-либо из соседей красную шляпу. Естественно все трое сразу подняли руку. Задание: кто быстрее всех догадается какого цвета шляпа на его голове, тот будут победителем (своих шляп мудрецы не видят, они безошибочно могут делать различные логические рассуждения, только с разной скоростью). Мудрецы задумались; наконец, кто-то из них сказал: «Я знаю, на мне красная шляпа.» Как он рассуждал.»

Исследование состоит в следующем: изучить возможность распространения этой задачи на п мудрецов (возможно, с дополнительными условиями). В частности, для двух мудрецов задача тривиальна.
3. Необычная игра в крестики-нолики на доске m(n.   Правила игры остаются старыми, с той лишь разницей, что каждый игрок на своем ходу может поставить либо крестик, либо нолик по своему желанию. Побеждает тот, кто первый поставит ряд из трех (четырех, …) одинаковых фигур. Кто выиграет при правильной игре и почему? (Источник для случая доски 3(3 – «Командно-личный турнир школьников «Математическое многоборье», 2008-2010, МЦНМО-2012)
4.     Карлсон и варенье   (РТЮМ-2015) 
I. а) У Карлсона есть 27 банок с вареньем. В банках находится 1, 2, 3, …, 27 литров варенья соответственно. На завтрак Карлсон может съесть одно и то же целое число литров варенья из любых двух банок. Докажите, что Карлсон может действовать так, чтобы за некоторое количество завтраков съесть все варенье. Может ли Карлсон съесть все варенье, если вначале было 29 банок, в которых содержалось 1, 2, …, 29 литров варенья?
б) Попробуйте указать все натуральные значения n, при которых Карлсон может съесть варенье из n банок, в которых содержатся 1, 2, 3, …, n литров варенья. При этом если при каких-то n он может это сделать, опишите алгоритм «съедания», а при остальных докажите, что такое невозможно. В первом случаем при каждом n постарайтесь найти минимально возможное количество завтраков («съеданий»), за которое Карлсон может съесть варенье.

в) Попробуйте доказать, что алгоритм «съедания», предложенный вами в предыдущем пункте является оптимальным с точки зрения минимальности количества операций (под одной операцией будем понимать одно «съедание» по одинаковому числу литров из двух банок, при этом в разных операциях общее число литров варенья, естественно, может быть различным).

II. Попробуйте рассмотреть следующие обобщения той задачи.

     1) У Карлсона есть n = m+1 банок с вареньем. В банках находится s, s+1, s+2, …, s+m литров варенья соответственно. Операция та же, что и в части I задачи. Рассмотрите и попробуйте решить пункты, аналогичные пунктам I.б) и I.в). Рекомендуем начать решение с некоторых небольших значений m.

     2)  Пусть теперь у Карлсона n банок, в которых находится s1 < s2 < … < sn литров варенья (все значения – натуральные числа). Попробуйте решить пункты, аналогичные пунктам I.б) и I.в). Рекомендуем начать решение с небольших значений n.
III. Для обобщения предыдущих пунктов рассмотрите следующие направления:

     1) Карлсон может съесть одинаковое целое количество литров из любых трех банок. 

     2) Карлсон необязательно съедает все варенье, т.е. он может оставить некоторое минимальное количество «несъеденного» варенья (в частях I и II, конечно, это не более одного литра). 
IV. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
5. Задача аптекаря. 

1. Исходная постановка. У аптекаря есть набор гирек с весами 1 г, 2 г, 3 г, 4 г,..., n г (всего n штук). При каких n их можно ли их разложить их на 3 равные по весу кучки и как это сделать.
2. Общая постановка. 

2.1. У аптекаря есть набор гирек с весами 1 г, 2 г, 3 г, 4 г,..., n г (всего n штук). При каких n их можно ли их разложить их на K равных по весу кучек и как это сделать (K – некоторое натуральное число).
2.2. У аптекаря есть набор гирек с весами 1 г, 2 г, 3 г, 4 г,..., n г (всего n штук). При каких n их можно ли их разложить их на K равных по весу кучек так, чтобы остались гирьки общей массой ровно L г, и как это сделать (K – некоторое натуральное число, L – заданное натуральное число). 
6. Необычные преобразования конечных множеств. 

1. Исходная постановка. Дан набор из чисел 1, 2, 3, 4, 5. На каждом ходу из имеющегося набора можно выбрать два числа а и b и заменить их на числа [image: image2.png]3a +2b



 и [image: image4.png]a—4b



. Можно ли после нескольких ходов получить набор чисел 2019, 2020, 2021, 2022, 2023? А какие наборы из 5 натуральных чисел можно получить?!
2. Общая постановка. А. Дан набор из чисел 1, 2, 3, 4, 5, …, М. На каждом ходу из имеющегося набора можно выбрать два числа а и b и заменить их на числа [image: image6.png]3a +2b



 и [image: image8.png]a—4b



. Можно ли после нескольких ходов получить набор чисел 2019, 2020, 2021, 2022, 2023, …, 2018+М? А какие наборы из 5 натуральных чисел можно получить?!
Б. Та же задача, но с другими формулами замен пар чисел.
7. Задача о количестве острых и тупых углов. 

Чему равно наибольшее число острых углов в плоском (несамопересекающемся) n-угольнике? А чему может быть равно наименьшее число тупых углов? 
Примечания. Для второго вопроса возможно рассмотрение двух случаев: а) величина тупого угла лежит в интервале (90°;180° ), б) величина тупого угла лежит в интервале (90° ; 360°). Изменятся ли ответы во всех случаях, если вместе с острыми или соответственно тупыми углами рассматривать прямые углы?

А если на величины углов наложить какие-нибудь другие ограничения (предложите их сами)? А если n-угольник самопересекающийся?
          Предложите свои вопросы для исследования в этой задаче и изучите их.
8.   Суммы углов самопересекающихся многоугольников

Для начала несколько определений. Самопересекающийся  многоугольник – замкнутая ломаная линия, звенья которой могут пересекать друг друга. В противном случае многоугольник будет называться самонепересекающимся. Точки пересечения сторон многоугольника (или точки самопересечения) не являются его вершинами. Углами будем считать углы при вершинах многоугольника.

Сумму углов самопересекающегося многоугольника можно корректно определить, только для ориентированного многоугольника. Более точно:
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если каждой стороне многоугольника задать направление, т.е. указать, какую из двух определяющих ее вершин мы будем считать ее началом, а какую – концом, и притом так, чтобы начало каждой стороны было концом предыдущей,   то  получится   замкнутый   многоугольный 

путь, или ориентированный многоугольник.

В этом случае под его углом будем понимать угол между соседними сторонами, взятый с одной стороны (например, справа) относительно выбранного направления (см. рис. 1). Таким образом, сумму углов самопересекающегося многоугольника можно посчитать двояко («справа» относительно выбранного направления или «слева»). 

Рассмотрите задачу нахождения сумм углов самопересекающихся многоугольников в двух основных направлениях.

Направление 1. Определение 1. Назовем точку самопересечения многоугольника простой, если часть многоугольного пути, определенного последовательными звеньями многоугольника, начинающаяся и заканчивающейся в этой точке, не имеет других точек самопересечения. Указанную часть многоугольного пути назовем петлей самопересекающегося многоугольника (рис. 2).

Петли могут быть двух видов: внешние и внутренние (см. разные случаи на рис. 2).

Определение 2. Самопересекающийся многоугольник назовем многоугольником с петлями,  если он состоит из основной части (основного многоугольника) и нескольких петель. Основной многоугольник получается из самопересекающегося многоугольника с петлями  отбрасыванием всех петель (отсечением петель в соответствующей точке самопересечения). 

Для определенности выбор направления ориентированного многоугольника и углов будем далее осуществлять таким образом, чтобы в сумме углов учитывались внутренние углы основного многоугольника.

Рис. 2.[image: image9.png]



Задачи: 1.1) Найдите сумму углов самопересекающегося четырехугольника.

1.2) Найдите сумму углов самопересекающегося пятиугольника: а) с одной внешней петлей; б) с одной внутренней петлей.

1.3) Найдите сумму углов самопересекающегося n-угольника: а) с одной внешней петлей (двумя, тремя, … внешними петлями); б) с одной внутренней петлей (двумя, тремя, … внутренними петлями); в) с  m  внутренними и  k  внешними петлями.

1.4) Предложите свои задачи и обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Направление 2. Определение 3. Назовем самопересекающийся многоугольник правильным звездчатым, если всего его стороны равны и каждая следующая повернута в одном и том же направлении, на один и тот же угол по отношению к предыдущей.

Свойство 1. Все вершины правильного звездчатого многоугольника лежат на одной окружности (окружности, описанной около него; попробуйте это доказать!).
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Существуют различные виды правильных звездчатых многоугольников даже с одинаковым количеством вершин (сторон). Будем обозначать их S(п, k), где п – число вершин (сторон) звездчатого многоугольника, k – через сколько вершин, расположенных на описанной окружности, находятся две его смежные вершины (т.е. соединенные одной стороной), если считать одну из этих смежных, k < п/2. 

Например, для звездчатого семиугольника есть два различных вида: S(7, 2) и S(7, 3) (см. рис. 3 и 4).

Задачи: 2.1) Найдите сумму углов звездчатого пятиугольника.

2.2) Найдите сумму углов звездчатых семиугольников S(7, 2) и S(7, 3).

2.3) Исследуйте общий вопрос: для каких  п и k существуют правильные звездчатые многоугольники вида S(п, k). Найдите суммы углов таких многоугольников. (Для начала попробуйте рассмотреть хотя бы некоторые частные случаи.)

2.4) Предложите свои обобщения в этом направлении и исследуйте их.

Предложите свои направления исследования этой задачи и изучите их.

9. Корни специального вида рациональных уравнений  с целыми коэффициентами (а также с рациональными коэффициентами и т.д.)
1. Начальные задачи (не для конференции !!!).

Докажите, что для любого натурального числа n, не являющегося точным квадратом, число 
[image: image10.wmf]п

 - иррациональное число. (Начните доказательство с частных случаев, например, n = 2, 3, 5, 6, …, но попробуйте доказать утверждение для всех n.)

(Практическая задача). Даны две бочки бесконечно большой емкости. Можно ли, пользуясь ковшами емкости
[image: image11.wmf]2

 и 2 –
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 литров, перелить из одной из них в другую ровно 1 литр воды.

Докажите, что число 
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нельзя представить в виде 
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2. Первые обобщения.

Докажите, что выражение 
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 нельзя представить в виде 
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Существуют ли такие рациональные числа p, q, r, s, что при некотором n 
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 Докажите, что любую натуральную степень числа 
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– 1 можно представить в виде 
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3. Применение к решению рациональных уравнений.

Известно, что уравнение  
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 c рациональными коэффициентами имеет корнем число  
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. Найдите остальные корни этого уравнения.

Обоснуйте следующий алгоритм нахождения рациональных корней уравнения вида 
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 с целыми коэффициентами (если они, конечно, существуют): если 
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–  рациональный корень такого уравнения, то он обязательно равен 
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, где p – делитель свободного члена (т.е. 
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. Распространите этот алгоритм на такие же уравнения с рациональными коэффициентами.

Попробуйте определить корни вида 
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, где a, b ( Q, таких уравнений (по крайней мере, постройте алгоритмы определения таких корней). Может, вы сможете определять корни более сложного вида (например,  
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 и даже сложнее и т.п.)

Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.

10.    Размещение тетрамино и пентамино     (задача 1-го М/нТЮМ, 2009)
0. На самом деле начните не с тетрамино и пентамино, а с прямоугольников и уголков из трех клеток. Остальной согласно условию!

А. Для данного прямоугольника т ( п  найти число Т(т, п) непересекающихся тетрамино разного вида (или пентамино, см. рис.), которые можно разместить (вдоль линий прямоугольника)  так, чтобы не было свободного места для размещения ни одной дополнительной фигуры.

Рассмотрите задачу отдельно для каждой из следующих фигур:
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Б. Два игрока играют на доске прямоугольной формы размером т ( п, расставляя по очереди тетрамино (пентамино как в пункте А). Проигрывает тот, у которого нет хода. Исследуйте эту игру: кто выигрывает на конкретных досках, какой стратегии он должен придерживаться и т.п.

Или по другому:
А. Задача о неплотной расстановке пентамино

а) На клетчатой доске 6(6 вдоль линий клеток расставляются фигурки вида буквы Т (см. рис.) так, чтобы они не накладывались друг на друга (касаться углами или сторонами фигурки могут, а также их можно поворачивать на 90(, 180( или 270(). Расстановку фигурок назовем плохой, если на доску нельзя поставить никакой новой фигурки без нарушения указанных условий. Каким наименьшим количеством фигурок можно добиться плохой их расстановки?

б) Каким наименьшим количеством фигурок вы сможете добиться плохой их расстановки на доске 7(7.

в) Исследуйте общую задачу о максимально неплотной расстановке фигурок типа «пентамино» на прямоугольных досках m × n (оцените количественные характеристики таких упаковок, возможные методы и алгоритмы упаковок и т.п.).

г) Два игрока играют на доске m × n по следующим правилам: каждый из них по очереди выставляет, если возможно на доску пентамино. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его соперник? Исследуйте игру при различных занчениях m и n. 

д) Предложите свои направления или обобщения в этой задачи и исследуйте их.

Ответы для первых двух пунктов: а) Тремя фигурами.  б) Тремя фигурами.
Лавринович Л.И.

11.  Квадраты в различных системах счисления. Для данного числа N, записанного в десятичной системе счисления, определить существует ли такая система счисления, в которой число, записанное теми же цифрами, что и N, будет полным квадратом. Определить условия, когда не существует такой системы счисления. Если она существует, то определить, единственна ли она.

12.  Числа в различных системах счисления. Существуют числа, которые в различных системах счисления записываются одинаковым набором цифр. Например 
[image: image34.wmf]1011
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. Попытайтесь найти еще такие числа и системы счисления. Получите условия их существования.

13.  Угадывание чисел. Двое играют в игру: один задумывает некоторое число, второй называет k чисел из промежутка от 1 до n. Первый прибавляет к задуманному числу одно из них и говорит результат и т.д. Найти минимальное число ходов, за которое второй игрок сможет определить задуманное число. Та же задача, но первый игрок проводит другую операцию над числами (вычитает, умножает, делит, возводит в степень и т.д)

14.  Фигуры наибольшей площади. На координатной плоскости задать множество точек наибольшей площади, удовлетворяющее условию: для любых двух точек множества площадь треугольника с вершинами в начале координат и в этой точке не превосходит 
[image: image35.wmf]a

.
15. Крестики-нолики. Двое играют в игру на бесконечном листе бумаги. За ход один ставит N крестиков в любом месте. Другой – M ноликов. Последующими ходами можно ставить крестики и нолики только в клетки с уже помеченными. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Исследовать выигрышные стратегии. (Квант 1971)

16.  Разложение многочленов на множители. 

а) Найти различные между собой целые числа a, b, c, чтобы многочлен 
[image: image36.wmf](
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 можно было разложить на множители с целыми коэффициентами.

б) Определите при каких условиях многочлен 
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 можно разложить на множители с целыми коэффициентами.

в) Рассмотрите многочлены более высокого порядка.

17.  Графики с модулем. Известно, что графиком функции, содержащей модули от линейных выражений, является ломанная. 1. По ломанной восстановить функцию или уравнение ее задающее. 2. Определить наименьшее количество знаков модуля для задания этой ломанной. 3. Всякую ли ломанную можно задать с помощью линейного выражения с модулями.

18.  Рекуррентные и аналитические последовательности. Числовой последовательностью называется функция натурального аргумента. Существует два основных способа задания числовых последовательностей 1. Аналитический. Каждый элемент последовательности задается в явном виде как функция натурального аргумента. Например 
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. 2. Рекуррентный. Каждый последующий элемент задается через несколько предыдущих. Например 
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. Для определенного вида последовательности установить возможность перехода от одного вида задания к другому.

Чернов С.Ю.

19. Шоколадка

Мальчик Коля пришёл в магазин выбирать шоколадку в поход. Так как вкусам своих товарищей он не видел возможности угодить, то Коля решил из всех шоколадок выбрать ту, которую проще всего поделить поровну. А именно, пусть шоколадка представляет собой прямоугольник 𝑎×𝑏, 𝑎, 𝑏∈N, состоящий из 𝑎×𝑏 долек. Колю интересуют те формы шоколадок, где число долек делится поровну между участниками похода. Но вот беда, Коля точно не знает, сколько людей идёт в поход.

1) Считая, что в походе с одинаковой вероятностью могут оказаться от 2 до 10 человек, найдите все такие формы шоколадок из не более чем 100 долек, количество долек в которых с наибольшей вероятностью будет делиться на количество участников похода. Сколько различных конфигураций подойдёт? А если не более 50-ти долек?

2) При заданных ограничениях на размер шоколадки и на количество участников похода, те шоколадки, которые с наибольшей вероятностью делятся поровну, будем называть оптимальными. Решение с наименьшим числом долек будем назвать минимальной оптимальной шоколадкой.

а) Покажите, что при фиксированном максимальном числе участников похода и росте ограничения на число шоколадок размер минимальной оптимальной шоколадки стабилизируется. Как описать размер (количество долек) минимальной шоколадки в зависимости от ограничения на число человек? Оцените, с какого места ограничение на размер не имеет значения.

б) Покажите, что при фиксированной верхней оценке на размер шоколадки и росте возможного числа людей, количество долек в минимальной шоколадке стабилизируется. Опишите и оцените размер минимальной шоколадки после стабилизации.

в) Сколько различных конфигураций для минимальных шоколадок из п. а) и б)?

3) Опишите алгоритм построения оптимальной шоколадки при заданных ограничениях. Какова сложность Вашего алгоритма?

20. Геометрическая вероятность

Пункты этой задачи связаны с расположениями различных случайно взятых геометрических фигур.

Что в каждом конкретном случае следует подразумевать под случайной фигурой того или иного вида,находится во власти решающего задачу, хотя, безусловно, требует обоснований. Одно можно сказатьнаверняка: вероятность – это число от 0 до 1.

1) Пусть на плоскости задана квадратная решётка со стороной 1. Возьмём число ε> 0 и вокругточек решётки построим круги радиуса ε. Какова вероятность для случайной точки не попасть вобъединение этих кругов?

2) На плоскость, расчерченную параллельными прямыми на расстоянии ℎ друг от друга падает случайный отрезок длины меньшей или равной a. Какова вероятность того, что этот отрезок пересечёткакую-то прямую? А каково математическое ожидание числа точек пересечения?

3) Та же задача, но теперь вместо отрезка на плоскость попадает крестик – пара отрезков одинаковойфиксированной длины a, пересекающихся в своих центрах и перпендикулярных друг-другу. А чтобудет, если угол между отрезками не равен π/2?

4) Пусть дан некий круг радиуса r. Какова вероятность того, что конец отрезка длины a лежит запределами круга, если это случайный отрезок, чья середина лежит в круге?

5) Пусть плоскость замощена одинаковыми параллелограммами. На плоскость кидают случайныйпараллелограмм, среди тех

а) у которых площадь меньше или равна S.

б) у которых длина сторон меньше a.

в) у которых длины диагоналей меньше a.

Какова вероятность того, что вершина какого-то параллелограмма из замощения лежит в случайном параллелограмме?
21. Безумный Таракан
1. На отрезке AB отмечена середина C. В точке A сидит таракан, в точке B лежит сахар. За одну секунду таракан перебегает (равновероятно) в одну из точек, соседних с той, в которой он находится (например, из A таракан гарантированно побежит в C, а из C – в A или в C с вероятностью 1/2). За какое среднее время таракан достигнет сахара?
2. Пункт 1, только отрезок разделен точками C и D на три равные части.

3. Пункт 1, только отрезок разделен точками C и D на четыре равные части.

2. В корневой вершине дерева находится таракан, а в одной из висячих вершин – лежит сахар. За одну секунду таракан перебегает (равновероятно) по ребру дерева в одну из еще не посещенных вершин, смежных с той, в которой он находится. Если все смежные вершины посещены, то возвращается в вершину, из которой перебежал в данную. За какое среднее время таракан достигнет сахара?
22. Распространение слухов
Есть n сплетников (n > 3). Каждый узнал по одному новому слуху, неизвестному другим. Созвонившись, двое рассказывают друг другу все известные им слухи. Сплетники хотят добиться того, чтобы каждый из них узнал все имеющиеся слухи. Последовательность звонков, которая позволяет этого добиться, называется способом оповещения. В этих задачах мы пытаемся выяснить, какое наименьшее число звонков может быть в способе оповещения при каждом n. Способ оповещения с таким количеством звонков назовем наибыстрейшим. Вполне может быть, что имеется несколько различных наибыстрейших способов.

1.1. Какое наименьшее число звонков потребуется а) четырем; б) пяти сплетникам?

1.2. Докажите, что если все звонки какого-нибудь способа оповещения проделать в обратном порядке, снова получится способ оповещения.

1.3. Докажите, что существует способ оповещения, состоящий из 2n-4 звонков. Допустим, что n сплетников придумали способ оповещения, требующий 2n−5 звонков или даже еще меньше. Выберем самое маленькое n, при котором существует такой способ оповещения. Такое число n будем называть интересным, а наибыстрейший способ оповещения при таком n назовем сверхбыстрым. В следующих задачах изучаются свойства сверхбыстрого способа оповещения.

1.4. Пусть n – интересное число. Докажите, что в сверхбыстром способе оповещения никакие два сплетника A и B не говорили друг с другом по телефону дважды.

1.5. Пусть n – интересное число. Сплетники стали звонить друг другу. В какой-то момент сплетник A позвонил сплетнику B, чуть позже B позвонил C, а еще позднее C позвонил A. Докажите, что сплетники использовали не сверхбыстрый способ оповещения.

1.6. Сплетники звонят по сверхбыстрому способу оповещения. В какой-то момент сплетник A позвонил сплетнику B. Оказалось, что этот звонок был для сплетника A последним. Докажите, что для сплетника B этот звонок тоже был последним.

1.7. Докажите, что если в соответствии со сверхбыстрым способом сплетник A звонит сплетнику B, то непосредственно перед звонком эти сплетники не знали ни одного общего слуха.

1.8. Докажите, что сверхбыстрый способ оповещения содержит не менее 2n-5 звонков.

1.9. Докажите, что при сверхбыстром способе оповещения каждый сплетник сделал не менее трех звонков.

1.10. Докажите, что при каждом n наибыстрейший способ содержит 2n-4 звонков.

23. Ночные дежурства
Есть n сторожей, каждый из которых знает одну новость. Каждую ночь сторожа
а) по двое; б) по трое ходят на дежурство, во время которого делятся известными новостями друг с другом. Сторожа рассказывают только свои новости, не пересказывая новости своих коллег. Каждый сторож не хочет повторно слушать одну и ту же новость, поэтому не ходит на дежурство с теми, с кем он уже дежурил ранее. На какое максимальное количество ночей можно составить график дежурств, пользуясь указанными правилами?
24. Бонстики
В профильном физико-математическом классе учится N школьников, которые коллекционируют бонстиков. Всего существует mразличных типов бонстиков, причем фигурок каждого типа имеется неограниченное количество. Видя заинтересованность своих детей, к окончанию учебного года родители купили каждому школьнику по одному бонстику.

1. Сколькими способами можно распределить бонстиков так, что у всего класса окажется а) не более двух; б) не более трех; в) не болееk различных фигурок?
2. Тот же вопрос, если каждому школьнику купили по два различных бонстика.

3. Сколькими способами можно распределить бонстиков так, чтобы у всего класса окажется а) ровно два; б) ровно три; в) ровноk различных фигурок?
4. Поиграв лето со своими бонстиками, осенью школьники захотели поменяться фигурками. Сколькими способами это можно сделать?
5. Сколькими способами можно осуществить обмен, если известно, что а) Петя не захотел меняться? б) Петя и Маша поменялись друг с другом?
6. Сколькими способами можно осуществить обмен, если известно, что каждый школьник поменял своего бонстика?
25. Количества путей в городе (8-9 кл.)
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Город представляет собой клетчатый прямоугольник размера n×n, отрезки которого есть дороги, а на пересечении дорог находятся здания. Пусть в левом нижнем углу города находится дом A, а в правом верхнем – дом B. Пешеходы могут двигаться вдоль дорог вправо или вверх.

а) Сколькими способами пешеход может попасть из домаA в дом B?
б) Сколькими способами пешеход может попасть из дома A в дом B, не заходя при этом в фиксированный дом C?
в) Предложите свои направления исследования.
Калинчук В.Н.

26.  Сад царя Гороха

У царя Гороха квадратный сад, разбитый на клетки [image: image42.png]1x1



 метр. Он посадил карликовую яблоню с золотыми яблоками в золотую кадку [image: image44.png]1x1



 метр расположенную в центральной клетке. Сад огорожен. Чтобы зеваки не могли любоваться золотой кадкой, рядом поставлены обыкновенные кадки, размером [image: image46.png]1x1



 метр, которые закрывают обзор по всему периметру. Кадки не могут касаться изгороди, иметь общие углы и стороны. См рис.

1. Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера [image: image48.png]1x1



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада.

2. Центральная золотая кадка [image: image50.png]1x1



. Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера [image: image52.png]1x2



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада.

3. Центральная золотая кадка [image: image54.png]1x2



. Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера[image: image56.png]1x2



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада.

4. Центральная золотая кадка [image: image58.png]1x1



. Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера [image: image60.png]1xnneN



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада. Исследовать при различных [image: image62.png]nneN



.

5. Центральная золотая кадка [image: image64.png]1xnneN



 . Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера [image: image66.png]1xnneN



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада. Исследовать при различных [image: image68.png]nneN



.

6. Центральная золотая кадка [image: image70.png]1xmmeN



 . Какое минимальное количество обыкновенных кадок размера [image: image72.png]1xnneN



 необходимо. Какой  при этом минимальный размер сада. Исследовать при различных [image: image74.png]meN,neN.




7. Предложите свои направления исследования.

27.  «Солнечный зайчик в двух зеркалах»
1. Два зеркала образуют между собой угол АВС=60°. Луч света РР1 образует со стороной АВ угол 45° .Отразившись три раза от сторон, луч Р3Р4 покидает систему зеркал, образуя со стороной АВ угол [image: image76.png]


. Отражается луч от сторон угла по закону «угол отражения ранен углу падения». Найти угол [image: image78.png]


.

2. Если два зеркала образуют между собой угол АВС=[image: image80.png]


. Луч света PP1 образует со стороной АВ угол а, где 0 <а <[image: image82.png]


. Отразившись m раз от сторон, луч РnР’ покидает систему зеркал, образуя со стороной угол [image: image84.png]


. Отражается луч от сторон угла по закону «угол отражения ранен углу падения».

a) Всегда ли луч света выйдет из системы зеркал.

b) Если да, то найти сколько раз он отразится от зеркал (найти m).

3. Рассмотреть другие системы зеркал.

28. Разрезания
Общая постановка. Прямоугольник [image: image86.png]nxm



разрезать на максимальное количество фигурок тетрамино. Смотри рис 1. Вывести общую формулу максимального количества получившихся фигур.
Примечание. Начните решать задачу (разрезания) с более просты фигур. 
29. Подпоследовательности

Дана бесконечная последовательность из нулей и единиц. Найти вероятность того, какая последовательность символов конечной подпоследовательности встретиться раньше.

1. Исследовать случай подпоследовательности длины 2.

2. Исследовать случай подпоследовательности длины 3.

3. Исследовать случай подпоследовательностибольшей длины.

4. Исследовать случай, когда бесконечная последовательность имеет больший алфавит.

Задачи для младших школьников и не только …!
Желающим заниматься по какой-то из этих тем обращаться к Задворному Б.В. или Чернову С.Ю.
30. О зайцах… и не только
1.Зайцы пилят бревно. Они сделали 8 распилов. Сколько получилось чурбачков? (Чурбачок – кусок бревна, получаемый после распила)
2.Зайцы снова пилят бревно, но теперь уже оба конца бревна закреплены. Десять средних чурбачков упали, а два крайних так и остались закреплёнными. Сколько распилов сделали зайцы?
3.Зайцы распилили несколько брёвен. Они сделали 10 распилов и получили 16 чурбачков. Сколько брёвен они распилили?
4. Зайцы распилили несколько брёвен. Они сделали 10 распилов и получили x чурбачков. Какое наибольшее число чурбачков они могли получить?
5.Предложите свои направления и обобщения данной задачи.

31. Делимость 

1. Можно ли составить пять двузначных чисел, делящихся на 2, так, чтобы все 10 цифр в их записи были различными? Ответ обоснуйте.

2. Какое наибольшее количество двузначных чисел, делящихся на 2, можно составить, если каждую цифру разрешается использовать не более одного раза? Ответ обоснуйте.

3.Можно ли составить пять двузначных чисел, делящихся на 4, так, чтобы все 10 цифр в их записи были различными? Ответ обоснуйте.

4.Какое наибольшее количество двузначных чисел, делящихся на 4, можно составить, если каждую цифру разрешается использовать не более одного раза? Ответ обоснуйте.

5.Предложите свои направления и обобщения данной задачи.

32. Хорошо сидим.

За круглым столом сидят люди, каждый из которых либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, который всегда лжёт. 
1.Каждый, из 7 сидящих за столом,  сказал: «Мои соседи – рыцарь и лжец». Сколько рыцарей могло быть за столом? 

2. Ответьте на тот же вопрос, если за столом сидело 12 человек.

3.При каком количестве сидящих за столом задача нахождения количества рыцарей имеет один ответ? Укажите все возможные варианты.

4.Каждый из 11 человек, сидящих за столом, сказал «Среди моих соседей есть лжец» (соседи – сидящие рядом справа и слева люди). Докажите, что среди этих людей есть хотя бы 4 лжеца.

5).Предложите свои направления и обобщения данной задачи.

33. Общение в кружках

1. Несколько школьников посещают кружок по математике. Двое из участников кружка необщительны – это значит, что каждый из них дружит ровно с двумя из участников кружка. Все остальные участники кружка общительны – каждый из них дружит с одним и тем же числом участников кружка, большим чем количество необщительных, и это число равно самому числу общительных участников. Сколько общительных участников может быть в кружке? (Укажите все варианты). 

2. Ответьте на вопрос первого пункта, если необщительных участников кружка трое и каждый из них дружит ровно с тремя из участников кружка. 

3. Ответьте на вопрос первого пункта, если необщительных участников кружка n и каждый из них дружит ровно с n из участников кружка. (n ( 4) 

4. Решите пункты 1)–3), если в кружке имеется еще и один малообщительный участник – он дружит с k участниками кружка, где k на 1 больше количества необщительных членов кружка и строго меньше числа общительных членов кружка. 

5.Предложите свои направления и обобщения данной задачи.

34. Фигуры на точках
1. В три ряда расположены девять точек так, чтобы образовывать вершины четырех маленьких квадратиков, складывающихся в квадрат 2×2, как показано на рисунке:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Сколькими различными способами можно выбрать треугольник, вершинами которого служат какие-либо три из этих точек?

2. В четыре ряда расположены 16 точек так, чтобы как и в первом пункте образовывать вершины девяти маленьких квадратиков, складывающихся в квадрат 3×3. Ответьте на вопрос первого пункта. 

3. В n рядов расположены nхn точек, которые образуют квадрат как и в первых двух пунктах. Ответьте на вопрос первого пункта.

4. Пусть mхn точек расположены в m горизонтальных рядов по n точек так, чтобы образовывать вершины четырех маленьких квадратиков, складывающихся в прямоугольник (m–1)× (n–1). Ответьте на вопрос первого пункта.

5. Предложите свои направления и обобщения данной задачи. 

35. Развиваем фантазию

Придумайте: 1. Два ненулевых целых числа, чтобы их сумма была равна их произведению. Сколько решений имеет задача?

2. Три ненулевых целых числа, чтобы их сумма была равна их произведению;

3. Для любого n>2, придумайте n ненулевых целых числа, чтобы их сумма была равна их произведению.

4.Три ненулевых целых числа, чтобы их сумма их квадратов была равна их произведению.

5. Предложите свои направления и обобщения данной задачи. 

36. Игры на многоугольниках

Дан многоугольник, в котором любая пара вершин соединены отрезком черного цвета. Алиса и Борис играют следующую игру. Игроки по очереди закрашивают любой из отрезков (Алиса - красным, Борис - зеленым) в свой цвет. Кто не может сделать ход, тот проиграл. Если между концами отрезка появилась точка зеленого (красного) цвета, то его может закрасить только Борис (Алиса). Алиса делает ход первой. Алиса и Борис два разумных человека (каждый старается выиграть).

1.  Нарисуйте четырёхугольник играя над которым победит Алиса.

2. Нарисуйте четырёхугольник играя над которым победит Борис.

3.  Нарисуйте пятиугольник играя над которым победит Алиса.

4.  Кто победит играя над правильным шестиугольником?

5. Предложите свои направления и обобщения данной задачи. 

37. Игры с числами.

Чук и Гек играют на школьной доске в следующую игру. В начале ишгры на доске написано одно натуральное число. За ход можно число поделить на 2 (еслионо четное) или прибавить к нему 1. При этом запрещается повторять числа (т.е. если на доске было число 3, то оно опять появиться не может).Про игрывает тот, кто не может сделать ход. Если игра продолжается неограниченно долго, то не выигрывает никто. Первым ходит Чук. 

1. Первое число на доске 2. Кто выиграет при правильной игре и как он должен играть?

2. Первое число на доске четное. Кто выиграет при правильной игре и как он должен для этого играть?

3. Первое число на доске равно 7. Докажите, что ни один из игроков не может гарантировать себе выигрыш.

4. Первое число на доске нечетное, не меньшее 9. Кто выиграет при правильной игре и как он должден для этого играть?

5. Предложите свои направления и обобщения данной задачи. 
38.     Ребусы – 4
Исходная задача: а) может ли число лет какого-то человека в 2018 году равняться сумме цифр года его рождения? 
1) Найдете ли вы хоть один ответ в этой задаче?

2) Найдете ли вы два ответа?

3) Найдете ли вы три ответа?
б) Тот же вопрос для 2014 года.

Более общая задача: в) Разработав и обосновав алгоритм решения подобных задач, попробуйте ответить на вопросы:

4) какое наибольшее число ответов может быть в этой задаче среди всех  различных лет XXI века?

5) укажите условия, при выполнении которых задача имеет ровно одно решение (или ровно два решения, или ровно три решения и т.д., или точнее: укажите. условия, при выполнении которых для некоторого конкретного года найдется ровно одно решение, ровно два решения, ровно три решения и т.п.).

6) укажите условия, при выполнении которых задача нее имеет решения (т.е. условия, при выполнении которых для некоторого конкретного года нет решений).

7) решите указанные задачи для разных лет ХХ века.

8) решите эти задачи для нашего тысячелетия; для всех лет новой эры (т.е. от первого года до 2018-го).

Общая постановка: г) Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

39.     Общая задача о переливаниях
1) Исходная задача. (Источник – Математический фольклор). Имеются два сосуда, объемом в 3 и 5 литров. Как получить с их помощью ровно 4 литра воды? 

Примечание. Во всех пунктах задачи сосуды имеют неправильную форму, т.е. нельзя наливать или переливать «на глазок», имеется возможности наполнять сосуды из внешнего источника, переливать воду из сосуда в сосуд до края (т.е. до указанного максимального объема каждого сосуда) и выливать воду в раковину (т.е. имеется некий сток).

2) Решите подобные задачи для сосудов 5 и 7 литров, 4 и 6 литров, при этом попробуйте получить различные возможные объемы воды от 1 до 6 литров. Попробуйте обосновать, почему некоторые из объемов не получаются.

3) Общая постановка задачи: Имеются два сосуда, объемом в А и В литров, А, В – натуральные числа. Для каких натуральных значений С имеется возможность с помощью этих сосудов получить ровно С литров воды. Укажите множество возможных значений С и алгоритм получения каждого конкретного значения. 

4) Попробуйте исследовать оптимальность вашего алгоритма, другими словами, попробуйте найти и обосновать самый короткий по числу переливаний алгоритм получения различных объемов С воды. Может вы сможете найти общую формулу числа требуемых операций (т.е. переливаний) в зависимости от А, В и С?

5) Исследуйте ту же задачу для трех сосудов с объемами А, В и С, а получить требуется D литров воды.

6) Исследуйте аналогичную задачу для трех сосудов с объемами А, В и С, с той разницей, что в условиях переливания нет источника и стока, но самый большой по объему сосуд, скажем С, полностью заполнен водой.

7) Исследуйте другие (сопутствующие) вопросы в этих задачах, а также предложите свои обобщения или направления и изучите их.

40.     Уравняем кучки 

Две исходные задачи:

1.0) В трех кучках находится 22,  14 и 12 орехов. Требуется путём трёх перекладываний из одной (какой-то) кучки в некоторую другую уравнять число орехов в этих кучках, соблюдая при этом условие: из любой кучки разрешается перекладывать в другую кучку лишь столько орехов, сколько орехов в той кучке уже имеется.

2.0) У трех мальчиков (у Пети, Вани и Толи) есть по кучке фантиков. Общее число фантиков 120. Сначала Петя дал Ване и Толе столько фантиков, сколько у них было (каждому из них столько, сколько у того было). Затем Ваня дал Пете и Толе столько, сколько у них стало после первого перекладывания. И наконец, Толя дал Пете и Ване столько, сколько у них к этому моменту имелось (т.е. после второго перекладывания). В результате всем досталось поровну. Сколько фантиков было у каждого в начале?

Более общие задачи:

1) В трех кучках находится m, n и k орехов. Требуется путём нескольких перекладывании уравнять число орехов в этих кучках, соблюдая при этом условие: из любой (какой-то) кучки разрешается перекладывать в другую кучку лишь столько орехов, сколько в той их уже имеется. При каких значениях натуральных чисел m, n и k это возможно сделать. (Важно не только дать ответ, при каких значениях m, n и k можно, а при каких – нельзя, но и обосновать почему, в случае «можно» полезно описать алгоритм перекладываний).

2) Исследуйте задачу 2.0 для произвольного исходного числа N фантиков, а именно, при каких N мальчики могут поделить фантики поровну, а при каких – нет (ответ может зависеть от общего числа передачи фантиков от одного мальчика другим, а также от порядка передачи).

Еще одна задача:

3) В трех кучках находится m, n и k орехов. При тех же условиях перекладываний как в задаче 1 требуется опустошить одну из кучек. Попробуйте дать ответ на вопрос, при каких m, n и k это можно сделать и как? (Важно не только дать ответ, при каких значениях m, n и k можно, а при каких – нельзя, но и обосновать почему, в случае «можно» важно описать алгоритм перекладываний).

4) Попробуйте обобщить задачи 1) – 3) на несколько кучек (более трех, хотя бы в каких-то частных случаях).

6) Предложите свои обобщения в этой задаче и исследуйте их.
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