ЗАДАНИЯ 

К ТРЕТЬЕМУ РЕСПУБЛИКАНСКОМУ ТУРНИРУ ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ

9 – 12 февраля 1999 года

1.  СТРАННЫЕ  ЧИСЛА

Перевертышем числа А называется число А*, записанное теми же цифрами, но в обратном порядке. Число А0* назовем странным для операции сложения перевертышей, если число, равное сумме А0 + А0*, не содержит четных цифр.

1) Докажите, что нет семнадцатизначных странных чисел для операции сложения перевертышей. 

2) Определите, среди каких еще n-значных чисел нет странных и среди каких они точно есть. 

3) Попробуйте описать множество n-значных странных чисел или оценить их количество (для тех n, для которых они, конечно, существуют).

Для произвольного n-значного числа А1 определим множество круговых чисел А1, А2, … , Аn следующим образом: А2 получается из А1 перестановкой первой цифры (т.е. цифры, стоящей в старшем разряде) в конец числа, А3 получается из А2 аналогичным образом и т.д.

4) Попробуйте определить понятие странных чисел для операции сложения k подряд стоящих круговых чисел (k = 2, 3 и т.д.) во множестве круговых чисел, а также для операции умножения на натуральное число m. Изучите вопросы существования (или несуществования) странных чисел в различных множествах круговых чисел, оцените их количество, по возможности опишите множества странных чисел или способы их построения. 

2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  ИЗ  МОДУЛЕЙ

Последовательность (an) натуральных чисел a0, a1, a2, a3, … составляется по следующему рекуррентному закону:

a0, a1,  an+1 = (an – an-1(       (a0 и a1 заданы).

Продолжается последовательность до первого нуля. 

1) Известно, что каждое число, входящее в последовательность, не превосходит 1998. Какое наибольшее количество членов может содержать такая последовательность?

Изучите свойства последовательности (an) для случаев:

2) рациональных чисел, 

3) любых действительных чисел,

4) последовательность (an)  строится по правилу a0, a1,  an+1 = (an – (an-1(   (a0, a1 и ( заданы; члены последовательности, как и в случаях 1), 2), 3), являются натуральными, рациональными либо действительными числами).

Попробуйте получить общие условия на a0 и a1, обеспечивающие конечность указанных последовательностей, и оценить количество их членов в этих случаях.

3. ВЫСОТЫ МНОГОЧЛЕНОВ

Пусть Pm = Pm(x) - многочлен с целыми коэффициентами, степени m. Будем обозначать через H(Pm ) модуль наибольшего по абсолютной величине коэффициента многочлена Pm,. Пусть Ql = Ql(x) – еще один многочлен – степени l;  n = m + l.

1. Докажите, что H(PmQl) ( C1 (n)H(Pm)H(Ql)   при C1 (n) ( n + 1.

2. Найдите наименьшее из возможных значений C1 (n).

3. Может ли выполняться строгое неравенство H(PmQl) < H(Pm)H(Ql).

4. Как ведет себя величина C1 (n) при стремлении n к бесконечности.

5. Найдите такую величину C2 (n), что   H(PmQl) ( C2 (n)H(Pm)H(Ql)   при любых Pm(x) и Ql(x).
4. ПЕРИМЕТРЫ  И  ПЛОЩАДИ 

Попробуйте получить какие-нибудь соотношения, связывающие периметры и площади выпуклых многоугольников. Может быть, вам удастся получить критерий (необходимое и достаточное условие) существования выпуклого многоугольника с заданным периметром P и площадью S.

5. ТЕОРИЯ  ВЫПУКЛОСТИ  ФИГУР 

Рассмотрим следующие задачи:

1. На плоскости расположено множество точек, удовлетворяющих такому условию: любой прямоугольник единичной площади можно поместить на этой плоскости так, что ни одна из указанных точек не попадет внутрь этого прямоугольника. Для каких положительных чисел ( можно заведомо сказать, что таким же образом можно поместить на этой плоскости и любой выпуклый четырехугольник площади (?

2. Четырехугольник площади ( лежит внутри прямоугольника площади 1. Для каких ( можно заведомо сказать, что этот четырехугольник является выпуклым?

Оказывается, эти задачи тесно связаны между собой. Возможно, вам удастся найти такие понятия (и дать им точные определения), которые послужат основой методов исследования, общих для этих задач и помогающих их решению.

6. N  ПРЯМЫХ 

Пусть на плоскости расположены n прямых; c1, c2, … , cn, c – фиксированные действительные числа, li (X) – расстояние от произвольной точки X плоскости до i-ой прямой (i = 1,2,  … , n). Опишите геометрическое место точек плоскости, для которых выполняется

c1 l1 (X) + c2 l2 (X)  + …  + cn ln (X) = c.

Рассмотрите различные случаи расположения прямых и различные значения n = 1, 2, … .

7. ПЕРЕКРАШИВАНИЯ ПЛОСКОСТИ 

Исходная задача. На бесконечном белом листе клетчатой бумаги надо закрасить в черный цвет квадрат 2(2. Можно ли это сделать за конечное число операций, каждая из которых  - перекрашивание в противоположный цвет всех клеток в квадрате 3(3 или 4(4?

Общая постановка. Рассмотрите другие вопросы, связанные с перекрашиванием плоскости в различных случаях. (Например, какие фигуры других размеров и форм можно перекрасить в черный цвет, используя эти (или, возможно, другие) операции; какие фигуры, наоборот, нельзя перекрасить; укажите какие-нибудь общие подходы и правила (закономерности); попробуйте рассмотреть эту задачу в пространстве и т.д.).

8. ОТМЕЧЕННЫЕ ТОЧКИ 

В прямоугольнике m(n клеток отмечены центры k из них. При этом никакие четыре отмеченных центра не являются вершинами прямоугольника со сторонами, параллельными сторонам исходного прямоугольника. Известно, что при m = n = 7 наибольшее возможное значение k равно 21, а при m = n = 13 наибольшее k равно 52. Попробуйте это доказать.

Найдите по возможности наибольшие значения k и для других значений m и n (необязательно равных). Попробуйте рассмотреть пространственный аналог задачи.

9.  РАССЕЯННЫЙ МАТЕМАТИК 

Исходная задача. Рассеянный математик, забыв трехзначный код своего подъезда, нажимает кнопки (с цифрами 0, 1, 2, ... , 9) по одной в секунду. Дверь откроется, если три цифры кода в нужном порядке будут набраны подряд. Докажите, что даже в случае “крайнего невезения” он сумеет войти в подъезд не позже, чем через 16 минут 42 секунды (если, конечно, он хороший математик) . 

Рассмотрите различные обобщения этой задачи. Например, найдите минимальное время, за которое можно войти в подъезд в случае, когда код k-значный, а кнопок n, где  2( k ( n.
