Задания Пятого республиканского 

турнира юных математиков    19-23 ноября 2001 года
Задача 1. Точки на плоскости. 

Говорят, что m точек на плоскости находятся в общем положении, если никакие три из них не лежат на одной прямой. 

А) Доказать, что среди любых пяти точек на плоскости, находящихся в общем положении, можно выбрать четыре, являющиеся вершинами выпуклого четырехугольника.

Б) Доказать, что если среди n точек на плоскости, находящихся в общем положении, любые четыре являются вершинами выпуклого четырехугольника, то все n точек являются вершинами выпуклого n-угольника.

В) Доказать, что для любого натурального m существует натуральное число S(m) такое, что среди любых S(m) точек плоскости, находящихся в общем положении, можно найти m точек, являющихся вершинами выпуклого m-угольника. 

Г) Для каждого (или хотя бы для некоторых) значений m попытайтесь найти наименьшее возможное значение S(m), описанное в предыдущем пункте.

Д) Предложите и исследуйте другие направления и обобщения в этой задаче.

Задача 2. Свойства делимости некоторых выражений. 

Исследуйте взаимосвязь общих свойств делимости на некоторое заданное число М значений выражений вида 

abn + cn + d,   

где  n  –  произвольное  натуральное  число,  и  зависимости  значений  целочисленных  параметров  a, b, c, d. 

Возможные направления исследования задаются следующими частными задачами:

1) Докажите, что при любом натуральном n выражение

· 9(9n + 8n – 9 кратно (делится нацело) на 8,

· 10n + 18n – 1 кратно (делится нацело) на 9,

· 4(6n + 5n – 4 кратно (делится нацело) на 25,

2) Известно, что при любом натуральном n выражение abn + cn + d кратно 9. Найдите общий вид целого  числа  d,  если  b = 4,  c = 15;  целого  числа  c,  если  b = 4,  d = 8;  целого  числа  b,  если c = 15, d = 8.

3) Подберите значения a, b, c, d так, чтобы abn + cn + d делилось на 2001 при любом натуральном n. 

4) Та же задача для значений выражений вида abn + kn2 + cn + d, где a, b, c, d, k – целые, n – натуральное.

Задача 3. Суммы дробных выражений. 

1)  При каких a, n и d сумма 
[image: image1.wmf]nd

a

d

a

d

a

a

+

+

+

+

+

+

+

1

...

2

1

1

1

 есть целое число?

Попытайтесь получить хотя бы некоторые ограничения на a, n и d или зависимости между ними, при которых указанная сумма заведомо не будет целым числом (или будет целым).

2) Помимо рассмотрения других сумм (например, 
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 или даже более общих), в качестве обобщения интерес представляет также изучение конкретных свойств сумм. Так, например, представление сумм в виде несократимой дроби 
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, где a и b — нечетные (и m(1).

Задача 4. Сверх- и суперсовершенные числа.

1) Обозначим через 
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сумму всех делителей числа 
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, включая 1 и 
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. Назовем натуральное число 
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1.1) Докажите, что число, равное произведению различных натуральных чисел, сумма обратных величин которых не меньше 2, является сверхсовершенным.

1.2) Обозначим через 
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 число отрезков натурального ряда, состоящих из 
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 последовательных сверхсовершенных чисел, меньших 
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. Попробуйте оценить 
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 (хотя бы для некоторых значений k и m).

2) Натуральное число 
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 называется суперсовершенным,  если
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2.1) Найдите все чётные суперсовершенные числа. 
2.2) Существуют ли нечётные суперсовершенные числа? Докажите, например, что если да, то:

а) 
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 является полным квадратом;

б) 
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 и 
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 имеют как минимум три общих делителя. 

3) Исследовать задачу в случае «сверхсуперсовершенных» чисел, например, когда в (*) вместо 2 стоит некоторое натуральное число, большее 2. 

Задача 5. Перестановки цифр.

1) Пусть 
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 – трехзначное число, состоящее из цифр a, b, c, причем a ( с.

Пусть 
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. Докажите, что С = 1089.

2) Пусть 
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, где В1 получено из В аналогично тому как A1 получено из А. Докажите, что С = 1089.

3) Пусть A1 получено путем некоторой перестановки цифр (n+1)–значного числа А (А выбирается таким, что A ( A1). Пусть 
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, а число В1 получено путем такой же перестановки цифр числа В, как A1 из А. Пусть 
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. Для различных натуральных значений n найдите как можно больше таких перестановок цифр, при которых число С не зависит от выбора числа А.

4) Проведите дальнейшие исследования этой задачи (возможно в новых направлениях). 

Задача 6. Треугольники Наполеона.
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Известно, что если на сторонах произвольного треугольника АВС вне его построить равносторонние треугольники, то их центры являются вершинами равностороннего треугольника 
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. Аналогичное утверждение (почти всегда) имеет место для центров 
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, таких же треугольников, но построенных внутрь треугольника АВС. Треугольники 
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 будем называть внешним и внутренними треугольниками Наполеона для треугольника АВС.

1) Пусть на плоскости даны два равносторонних треугольника 
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. Как они должны быть расположены, чтобы существовал треугольник АВС, для которого они являются треугольниками Наполеона?

2) Как по внешнему и внутреннему треугольникам Наполеона восстановить исходный треугольник АВС?

3) Пусть дан равносторонний треугольник
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. Опишите все треугольники АВС, для которых треугольник
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 является внешним (либо внутренним) треугольником Наполеона.

4) Найдите зависимости между элементами и размерами треугольников АВС, 
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Задача 7. Раскраски.

Для всех пар натуральных чисел m, n таких, что 2(m(10, 2(n(10, найдите какое наименьшее количество клеток клетчатой доски m(n можно закрасить так, чтобы у любой незакрашенной клетки была ровно одна соседняя с ней закрашенная клетка. Две клетки называются соседними, если они имеют общую сторону.

Попробуйте сформулировать и исследовать аналогичные задачи в других случаях. Например, с другим пониманием слова «соседний», с другим количеством закрашенных соседних клеток у каждой незакрашенной. Попробуйте рассмотреть пространственный аналог этой задачи.

Задача 8. Прямоугольники из спичек.

Из 2n(n+1) спичек выложен квадрат n(n, содержащий n2 единичных квадратов. Необходимо удалить некоторое количество спичек так, чтобы оставшиеся спички не образовывали ни одного квадрата (или в общем случае – ни одного прямоугольника).

Какое наименьшее количество спичек необходимо удалить, чтобы выполнилось это условие? 

Попробуйте рассмотреть более общие аналоги этой задачи, например, когда в начале выложен прямоугольник m(n, а также пространственные случаи задачи.

Задача 9. Дни рождения Кощея Бессмертного.

Отпраздновав свою первую круглую дату – 10 лет, – Кощей Бессмертный решил считать свой n-й день рождения круглым, если в некоторой системе счисления по основанию g, g(N, 7<g<n, он заканчивается на нуль.

1) Найдите вид всех круглых дней рождения Кощея Бессмертного.

2) Найдите вид всех k-круглых дней рождения, то есть таких дней, для которых найдется такое натуральное g, 7<g<n, что  в системе счисления по основанию g(N, номер такого дня рождения заканчивается на k нулей.

3) Будем называть n-й день рождения полукруглым, если найдется такое натуральное g, 7<g<n, что  в системе счисления по основанию g, номер такого дня рождения заканчивается на [g/2] (здесь [ ] означает целую часть числа). Найдите вид всех полукруглых дней рождения Кощея Бессмертного.

4) Выясните в зависимости от Q (Q(N), каких дней рождения, не превосходящих Q, больше – круглых или некруглых.

5) Будем называть n-й день рождения Кощея Бессмертного паракруглым, если он круглый в двух различных системах счисления. Попробуйте ответить на вопросы 1 – 4 для паракруглых дней рождения.

Задача 10. Операции над парами множеств.

1) В упорядоченной паре множеств (А,В) разрешается заменить любое (одно) из множеств А или В множеством А(В, где ( – одна из операций: ( (объединение множеств), ( (пересечение), \ (разность), Δ (симметрическая разность). Полученная пара опять преобразуется по указанному правилу и т.д. Можно ли за конечное число шагов поменять А и В местами, т.е. при помощи конечного числа указанных преобразований из пары (А,В) получить пару (В,А)? (На каждом шаге разрешается применять разные операции из числа указанных). П р и м е ч а н и е.  А Δ В = (А(В)\(А(В).

2) Пусть Р – множество всех пар, которые можно получить из пары (А,В), при помощи конечного числа преобразований описанных в пункте 1). (В частности, это множество можно представить в виде ориентированного графа, вершинами которого являются описываемые пары, а ребрами – соответствующие преобразования). 

а) Изучите свойства множества Р (или соответствующего ориентированного графа) в зависимости от свойств исходных множеств А и В (число элементов в Р, разбиение его на замкнутые подмножества (циклы), подмножество пар, из которых можно получить любую другую пару, и проч.).

б) Изучите свойства описанных преобразований (не является ли множество операций, введенных в пункте 1) избыточным, как изменится множество Р, если некоторые из них отбросить, и др.).

3) Изучите эти (а может и другие) вопросы для множества упорядоченных пар, построенного с помощью описанных преобразований, исходя не из двух начальных множеств, а, например, из трех (т.е. А, В, С) и более.
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