Задания Шестого республиканского турнира юных математиков

20-24 ноября 2002 года
Задача № 1. Перестановки цифр. 

Пусть А1 – натуральное n-значное число в десятичной системе счисления, не все цифры которого равны между собой; M1 и m1 – соответственно наибольшее и наименьшее натуральные числа, составленные из цифр числа А1; А2 = M1 – m1 (А2 рассматриваем как n-значное число). По аналогии с А2 определяем числа А3 = M2 – m2, А4 = M3 – m3 и т.д.

Несложно проверить, что если n = 2, то последовательность (А1, А2, …), начиная с некоторого номера, будет образовывать цикл, состоящий из чисел 81, 63, 27, 45, 09. Если n = 4, то последовательность (А1, А2, …), начиная с некоторого номера, будет состоять из чисел, равных 6174. Например, пусть n = 4, А1 = 2322, тогда M1 = 3222, m1 = 2223, А2 = 0999, M2 = 9990, m2 = 0999, А3 = 8991, M3 = 9981, m3 = 1899, А4 = 8082, А5 = 8532, А6 = 6174, А7 = 6174 и т.д.

Исследуйте указанную процедуру для различных значений n. Какие числа будут получаться в итоге? Какими свойствами эти числа будут обладать (например, может ли последовательность (А1, А2, …), начиная с некоторого номера, состоять из одних нулей)?

Представляет интерес рассмотрение данной задачи в различных системах счисления.

Задача № 2. Задача о красках.

1) Три одинаковые банки с тремя различными красками наполнены на две трети. Имеется возможность переливать любую часть жидкости из одной банки в другую. Можно ли за конечное число переливаний сделать во всех банках одинаковую смесь? (Другой посуды нет, и выливать краску нельзя). 

2) Рассмотрите аналогичную задачу для четырех одинаковых банок с четырьмя различными красками, наполненных на три четверти.

3) Пусть имеется несколько банок с красками, каждая из которых наполнена определенным количеством некоторой краски. В каких случаях во всех банках можно сделать одинаковую смесь?

4) Предложите вариант наиболее общей постановки этой задачи и, по возможности, исследуйте ее.

Задача № 3. Упаковка фигур в квадрат.

Укажите размеры наименьшего квадрата из которого можно вырезать:

А) n квадратов с длиной стороны 1 (стороны этих квадратов не обязательно параллельны сторонам исходного квадрата);

Б) n правильных треугольников с длиной стороны 1;

В) n трапеций с длинами сторон, равными 1, 1, 1, 2;

Г) n  одинаковых фигур, состоящих из m клеток площади 1, например, фигур вида:
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Д) Как бы вы сформулировали такую задачу в общем виде? Попробуйте получить какие-нибудь результаты и(или) построить гипотезы для общей постановки.

Задача № 4. Множества из попарных сумм.

Дано множество М0, состоящее из  различных натуральных (целых, действительных) чисел. Множество М1 состоит из всевозможных различных между собой попарных сумм чисел множества М0. Из множества М1 по тому же правилу строится множество чисел М2 и т.д.

Обозначим через |Мn| мощность множества Мn, т.е. число элементов множества Мn. Пусть |М0| = m. Обозначим через an(m) и An(m) соответственно минимально возможную и максимально возможную мощность множества Мn в зависимости от m. Попробуйте исследовать следующие вопросы.

1) Определите точно или оцените значения |Мn| для различных исходных множеств М0 (ясно, что при фиксированном m мощность множества Мn зависит от структуры множества М0, см. примечание в конце задачи).

2) Определите точно или оцените значения an(m) и An(m) для различных значений m (ясно, что для любого исходного множества М0 имеет место оценка an(m) ( |Мn| ( An(m)).

3) Изучите возможность восстановления множества Мn-1 по заданному множеству Мn (иными словами, возможно ли построить обратную цепочку Мn ( Мn-1 ( … ( М0, если задано множество Мn).

4) Придумайте свои вопросы или обобщения этой задачи и исследуйте их.

Примечание. Исследования интересны как в общем виде, так и для специально построенных множеств М0 (Мn) определенного вида, например, когда все элементы множества М0 или какая-то часть из них образуют арифметическую прогрессию, и т.п.

Задача № 5. Геометрия прямых на кубе.

Пусть длина ребра куба ABCDA1B1C1D1 равна 1. 

Ломаную …М0М1М2М3М4…, расположенную на поверхности куба, назовем прямой на кубе, если все вершины ломаной расположены на ребрах куба, причем любые два смежных звена ее при некоторой развертке куба оказываются лежащими на одной прямой (иными словами, найдется такая развертка куба, что эти два звена окажутся лежащими на одной прямой).

Отметим несколько очевидных свойств таких прямых и связанных с ними понятий.

1. Возьмем точку на прямой на кубе и начнем ее двигать по прямой в одном из направлений. Легко видеть, что при движении точки по такой прямой можно неоднократно попадать на одну и туже грань куба.

2. При движении точки по прямой в одном из направлений эта точка может попасть в вершину куба; в этом случае будем называть прямую ограниченной с одной стороны или полуконечной. Если такое свойство выполняется в обоих направлениях, то прямую будем называть ограниченной с обоих сторон или конечной. В этом случае можно говорить о длине прямой.

3. Может оказаться, что какие-то различные звенья ломаной …М0М1М2М3М4… пересекаются (имеют одну общую точку); или, иными словами, прямая на кубе может пересекать сама себя; такую прямую будем называть самопересекающейся и можно говорить о длине отрезка прямой между точками самопересечения.

4. Прямая на кубе может оказаться замкнутой (когда какой-то из отрезков ломаной …М0М1М2М3М4… совпадет с одним из предыдущих). В этом случае можно говорить о циклах прямой и длине одного цикла.

Исходя из этих основных понятий и свойств, попробуйте построить теорию прямых на кубе (или, более общо, геометрию на кубе). Такая теория может содержать дополнительно введенные вами понятия, определения, более полное и точное описание различных свойств прямых на кубе, а, возможно, и других объектов (в частности, можно совсем по-другому рассматривать случай, когда точка, движущаяся по прямой попадает в вершину куба, см. п. 2), условия при которых эти свойства выполняются, различные метрические соотношения и т.п. Другими словами, постройте, может и небольшую, но действительно созданную вами самими теорию прямых на кубе.

Задача № 6. Соседи по таблице.

1. Для каких n > 1 в клетки таблицы n ( n можно расставить числа от 1 до n2 так, чтобы

А) никакие два числа, отличающиеся на 1, не оказались соседними;

Б) каждое число имело ровно одно соседнее число, отличающееся от него на единицу?

Замечание. Соседними считаются числа, лежащие в клетках с общей стороной.

2. Имеются две различные таблицы n ( n (n > 1), в каждую из которых записаны числа от 1 до n2. Известно, что никакие два числа не являются соседними одновременно в двух таблицах. При каких n такое может быть? 

3. В таблице n ( n отметили 2n клеток. Докажите, что для некоторого k можно выбрать 2k  различных отмеченных клеток, скажем а1, а2, … , а2k, так, чтобы клетки а1 и а2 лежали в одной строке, а2 и а3 ( в одном столбце, …, а2k-1 и а2k ( в одной строке и а2k и а1 ( в одном столбце.

4. Сформулируйте и исследуйте аналог п. 3 для трехмерной таблицы.

Изучение вопросов пп. 1 – 4 интересно как в общем виде, так и для некоторых (возможно, небольших) значений n и k. Может, вы придумаете свои задачи, связанные с пп. 1 – 4, или их обобщения и исследуете их.

Задача № 7. Задачи об упорядоченных шестерках (n-ках).   
1. Рассмотрим множество всех упорядоченных шестерок, компонентами которых являются 0 или 1, т.е. множество V6 = {(a1, a2, a3, a4, a5, a6), ai({0,1}}. Из этого множества выбирается множество М упорядоченных шестерок так, что любые две шестерки из М отличаются друг от друга по крайней мере по трем компонентам. Какова наибольшая возможная мощность (М( множества М (т.е. какое наибольшее число элементов может иметь множество М)?

2. Исследуйте аналогичную задачу для множества упорядоченных n-к, т.е. для множества Vn = {(a1, a2, … , an), ai ( {0,1}}, и его подмножества М, все элементы которого попарно отличаются друг от друга не менее, чем по k компонентам. Исследование представляет интерес даже для отдельных (конкретных) значений n и k.

3. Два элемента ( = (a1, a2, … , a6) и ( = (b1, b2, … , b6)  множества V6 называют несравнимыми, если найдутся такие номера i и j, что ai > bi и aj < bj. Найдите в V6 максимально возможную по длине антицепь, т.е. максимальную по длине последовательность различных элементов из V6, такую, что любые два соседних элемента этой последовательности несравнимы между собой.

4. Попробуйте найти максимальную по длине антицепь для других значений n, n ( 2.

Задача № 8. Шахматы в пространстве.

1. Какое наименьшее число ладей необходимо для того, чтобы заматовать короля на пространственной доске 8(8(8?

2. Какое наименьшее число ладей необходимо для того, чтобы заматовать короля на пространственной доске неограниченной в двух горизонтальных направлениях, но имеющей высоту в 2 клетки (три клетки, …, 8 клеток и т.д.)?

3. Какое наименьшее число ладей необходимо для того, чтобы заматовать короля на пространственной доске, неограниченной во всех направлениях?

Предложите алгоритмы решения этих задач, оптимальные с вашей точки зрения, и оцените число ладей, необходимое для этого.

4. В пп. 1-3 попробуйте определить или оценить число ходов, достаточное для того, чтобы заматовать короля, если начинать игру с произвольной расстановки фигур (естественно при условии, что король не бьет ни одной из ладей в исходном положении)?

5. Попробуйте исследовать эту задачу для досок других размеров (может даже и меньших, в частности, в пункте 1 – не обязательно кубических, и т.п.), а также для других фигур (различных комбинаций фигур).

Задача № 9. Стратегия.

Игроки А и В втайне друг от друга записывают натуральные числа, а затем показывают их друг другу. Каждый из игроков выигрывает сумму с в том случае, если число, задуманное им, больше числа его соперника, но меньше, чем в три раза; если его число в три и более число раз больше числа соперника, то он проигрывает сумму 2с. Такая процедура (будем называть ее испытанием) повторяется некоторое количество раз. 

Стратегию игрока А будем называть наилучшей, если она “в среднем” не проигрывает никакой стратегии игрока В. Поясним последнее понятие более точно. 

Пусть игрок А записывает только числа а1 < а2 < а3 < … < аn (неважно в какой последовательности) с частотами v1 > 0, v2 > 0, …, vn > 0, v1 + v2 + … + vn = 1. (Под частотой понимается отношение количества “записываний” числа ai к количеству всех испытаний.) Тогда если у игрока В записано число b и 3а1 ( b, …, 3аi ( b; 3аi+1 > b, аi+1 < b, …, 3аi+j > b, аi+j < b; аi+j+1 > b, аi+j+1 < 3b, …, аi+j+k > b, аi+j+k < 3b; аi+j+k+1 ( 3b, …, аn ( 3b, то ”средний” выигрыш игрока А против числа b игрока В подсчитывается так:

Мb = 2c(v1 + v2 + … + vi) – c( vi+1 + … + vi+j) + 

+ c( vi+j+1 + … + vi+j+k) – 2c(vi+j+k+1 + … + vn).
Стратегия игрока А называется наилучшей, если Мb ( 0 для любого числа b, записанного игроком В.

1. Существуют ли у игроков наилучшие стратегии, состоящие из одного числа?

2. Существуют ли у игроков наилучшие стратегии, состоящие из двух чисел?

3. Существуют ли у игроков наилучшие стратегии, состоящие из трех чисел?

4. Ответьте на вопросы 1-3, если число три в условии заменить на 2, 4 или 5.

5. Ответьте на вопросы 1-3, если 2с в условии заменить на 3с, 4с, 5с.

6. Совместите постановки задач 4 и 5. 

7. Попробуйте сформулировать общую постановку исходной задачи и исследуйте ее.

Задача № 10. Многочлены с простыми значениями.

Пусть рn(х) ( с – многочлен с целыми коэффициентами степени n (очевидно, n ( 1).

1. Может ли рn(m) принимать простые значения при всех натуральных значениях m?

2. Докажите, что множество всех простых делителей всех чисел вида рn(m), m ( Z, бесконечно.

3. Известно,  что  у  многочлена  рn(х) = аnхn – аn-1хn-1 – … – а1х – а0,  где  аn ( N,  аi ( N({0},  i = 0, 1, …, n-1 (n > 1), есть натуральный корень m.  Докажите, что для любого целого числа k, ( k ( > m+1, число рn(k) является составным.

4. Попробуйте найти многочлены, которые при всех целых значениях аргумента принимают заданное число простых значений. Например, найдите такой многочлен рn(х), что при всех целых m кроме одного (двух, …, 2002-х) значение р(m) является составным числом.

5. Начните исследование с небольших значений n. Возможно, вам удастся усилить утверждения некоторых пунктов этой задачи или получить другие результаты, связанные с числом простых и/или составных значений различных многочленов с целыми коэффициентами (для некоторых или всех значений n).

Задача № 11. Необычное умножение.  
Определим умножение чисел a и b следующим необычным образом: a ( b = ab. Изучите свойства: 1) коммутативности (перестановочности), 2) ассоциативности (выполнение сочетательного закона) и 3) дистрибутивности (выполнение распределительного закона) для такого умножения на множестве рациональных чисел. Более точно:

1. Найдите все пары рациональных чисел (a,b) или опишите множество таких пар, для которых выполняется a ( b = b ( a, (или, согласно определению: ab= ba).

2. Найдите все тройки рациональных чисел (a,b,с) или опишите множество таких троек, для которых выполняется сочетательный закон (ассоциативность умножения): 

(a ( b) ( с = a ( (b ( с).

3. Найдите все тройки рациональных чисел (a,b,с) или опишите множество таких троек, для которых выполняется распределительный закон (дистрибутивность умножения относительно сложения, причем как слева, так и справа): 

а) (a + b) ( с = a  ( с + b  ( с;

б) с ( (a + b) = с ( a  + с ( b.

4. Попробуйте обобщить такое определение умножения, например, следующим образом a ( b = ((a)b, где ( – некоторое натуральное (а может, положительное рациональное) число (умножение с весом (). Сформулируйте и исследуйте вопросы, аналогичные вопросам пп. 1-3, хотя бы для отдельных значений (, например, когда ( – фиксированное простое число.

