XIII республиканский турнир юных математиков

(5-10 декабря 2011 г.)

Письменный (нулевой) тур
6 декабря 2011 года

ВНИМАНИЕ: 
1) время решения 3 час. = 180 мин.; 

2)  исследование по каждой задаче необходимо оформить в отдельной тетради и подписать название команды, город, фамилию автора(ов);

3) на первом листе каждой тетради сделайте резюме своего исследования соответствующей задачи – то есть

    – отдельно, четко и лаконично сформулируйте основные результаты вашего исследования этой задачи; 

    – оформление самого решения (оформление результатов – доказательств, примеров и других элементов исследования – начинайте со второго листа тетради).

4) интерес представляет как максимально полное решение авторской постановки, так и ваши собственные идеи, обобщения, направления (утверждения, обоснования, гипотезы; разрешаются импровизации с конкретными результатами);

Задача № 1.     Точные квадраты в арифметических прогрессиях     

Пусть 
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 – натуральные числа. Рассмотрим двустороннюю бесконечную арифметическую прогрессию:              
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Точным квадратом называется число, являющееся квадратом целого числа.

1. Докажите, что если прогрессия (1) содержит хотя бы один точный квадрат, то она содержит бесконечно много точных квадратов.

2. Обозначим через 
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 число членов прогрессии (1), которые являются точными квадратами и находятся среди чисел 
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. Найдите значение 
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, если:

2.1. 
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2.4. 
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, где 
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 – натуральное число.

3. Пусть 
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 – натуральные взаимно простые числа.

3.1. Докажите, что число 
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 либо равно нулю, либо является точной степенью двойки, т.е. 
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3.2. Предположим, что 
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. Найдите значение 
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3.3. Попытайтесь найти условия на параметры 
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, при которых 
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Задача № 2.       Фишки на клетчатой доске                                 
M(N фишек расположены в клетках бесконечной клетчатой доски в виде прямоугольника M ( N.
1. За один ход разрешается переместить любую фишку через соседнюю с ней по горизонтали или вертикали на свободное место. При этом фишка, через которую "перепрыгнули", убирается. Найдите максимальное число ходов, которые можно сделать, если:

1.1. M=1, N – произвольное;
1.2. M=2, N – произвольное;
1.3. M, N – произвольные;
1.4. M, N – произвольные и допускается также перемещать фишку через соседнюю по диагонали фишку.
2. Пусть за один ход фишка "перепрыгивает" через две фишки (обе фишки при этом убираются). Исследуйте вопросы пунктов 1.1 – 1.4 для этого случая. Интерес представляет исследование отдельных частных случаев.
3. Предложите свои обобщения задачи (например, рассмотрите аналогичную задачу в пространстве).

Задача № 3.  Свойства последовательностей циклических п-к
Обозначим А1 = (а1, а2, …, ап) упорядоченный набор, состоящий из п неравных нулю действительных чисел. Из этого набора получается новый А2 = (а1а2, а2а3, …, апа1) по следующему правилу: каждое число умножается на следующее, последнее – на первое. Из набора А2 получается набор А3 по этому же правилу и т.д. Будем называть такие наборы циклическими п-ками. п-ки, состоящие из одинаковых чисел, будем называть скалярными. Скалярную п-ку, состоящую из одних единиц, будем называть единичной и обозначать через Е, т.е. Е = (1, 1, …, 1).
1.1.  Докажите, что если все числа аi = (1, i = 1, 2,…, п, то последовательность циклических п‑к периодическая.

1.2.  Докажите, что если п = 2k (k ( 1) и все аi = (1, i = 1, 2,…, п, то через конечное число операций получится единичная п-ка. (Докажите это утверждение хотя бы для некоторых значений k).
1.3.  Попробуйте указать другие значения п (не равные 2k), при которых будет выполняться условие пункта 1.2. (Найдите как можно больше таких п).
1.4.  Попробуйте получить необходимые и достаточные условия, при которых из п-ки, состоящей из (1, за конечное число операций получится единичная п-ка.

Исследуйте свойства произвольных положительных п-к. В частности:

2.1.  Пусть п = 3. Получите необходимые и достаточные условия периодичности последовательности циклических троек. В зависимости от чисел начальной тройки исследуйте следующие вопросы: 
· длину периода, 
· с какого момента начинается первый период, 
· при каких условиях возможно повторение в последовательности исходной тройки,

· условия, при которых из начальной n-ки А1 может получиться скалярная п-ка.

2.2.  Исследуйте вопросы пункта 2.1:  
а) при п = 4; 
б) при других значениях п (n > 4).
Предложите свои обобщения и/или направления исследования в этой задаче и исследуйте их.
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