Исследовательские задания к XIII республиканскому турниру юных математиков

	Обращаем ваше ВНИМАНИЕ на то, что предлагаемые задачи (задания!) носят исследовательский характер, поэтому наилучшие обобщения и полные решения неизвестны даже их авторам, поэтому: 

· хотя мы и ждем максимального продвижения в пунктах каждой конкретной задачи, но во многих них интерес представляют даже отдельные частные случаи;

· возможно (это допускается и даже приветствуется) ВЫ сможете усилить ряд утверждений, приведенных непосредственно в формулировках задач;

· кроме рассмотрения исходной постановки полезно рассмотреть свои направления, причем совсем необязательно ваши исследования должны совпадать с предложениями авторов;

· КАЖДУЮ ЗАДАЧУ НЕОБХОДИМО ОФОРМИТЬ ОТДЕЛЬНО: в распечатанном или аккуратно написанном от руки виде; при этом 
· оформление каждой задачи должно начинаться С ТИТУЛЬНОГО ЛИСТА, на котором должны быть указаны номер задачи и ее название, название учреждения образования, город, автор(ы) исследования (решения); 
· НИЖЕ НА ТИТУЛЬНОМ ЛИСТЕ (или на втором листе) обязательно дайте краткое резюме вашего исследования – какие пункты вы решили, какие сделали обобщения, четко сформулируйте ВАШИ СОБСТВЕННЫЕ ГЛАВНЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ (утверждения, примеры, гипотезы), с указанием страниц в работе, где они приведены и доказаны (обоснованы); 

· ОБЯЗАТЕЛЬНО дайте четкие ссылки на литературу и другие источники (Интернет и т.п.), которые вы использовали при проведении исследований.


№ 1. Игры с уравнениями
1. На доске написано уравнение 
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a) Двое играют в игру: первый ставит любое действительное число на одно из трех свободных мест, помеченных символами #; затем второй ставит любое число на любое из двух оставшихся мест; наконец первый ставит любое число на последнее свободное место (игра А). Всегда ли первый может добиться, чтобы получившееся уравнение имело три различных действительных корня?

б) Двое играют в игру: первый называет некоторое число, а второй ставит его на любое из трех свободных мест; затем первый снова называет некоторое число, а второй ставит его на любое из двух оставшихся мест; наконец, первый ставит любое число на последнее свободное место (игра Б). Всегда ли первый может добиться, чтобы получившееся уравнение имело три различных целых корня?

в) Ответьте на вопросы, аналогичные пунктам a) и б) для уравнения 4-й степени, 5-й степени, n​-й степени (для различных или сразу для всех п).

Примечание. Слово аналогичные в пункте в) можно понимать по-разному: то ли получающиеся уравнения имеют три различных корня – действительных как в а) или целых как в б); то ли в соответствии со степенью уравнения – 4, 5, …, п? Предлагается по возможности исследовать каждый из этих случаев. В случае отрицательного ответа или отсутствия ответа в каком-то из них попробуйте хотя бы ответить на такой вопрос: какое наибольшее число различных корней в получающихся уравнениях может обеспечить первый игрок в каждой игре?

2. Рассмотрим уравнение 
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a) Двое играют по правилам игры А. Всегда ли, независимо от игры первого игрока, второй сможет добиться, чтобы уравнение имело хотя бы одно действительное решение?

б) Двое играют по правилам игры Б. Всегда ли, независимо от игры первого игрока, второй сможет добиться, чтобы уравнение имело хотя бы одно целое решение?

в) Аналогично пункту 1 обобщите вопросы пункта 2 на уравнения более высоких степени.
3. Предложите свои направления обобщения задачи и исследуйте их.

№ 2. Обобщение теоремы Пифагора
0)  Найдите все треугольники со сторонами a, b, c, длины которых натуральные числа, не превышающие 50, и такие, для которых выполняется теорема Пифагора, т.е. a2 + b2 = c2? Тройки чисел (a, b, c), для которых выполняется такое свойство, называют пифагоровыми. 

Попробуйте найти все пифагоровы тройки. Это можно попытаться сделать либо с помощью общей формулы, задающей такие тройки посредством некоторых параметров, либо с помощью некоторого алгоритма последовательного их нахождения.
1)  Существует ли четырёхугольник с последовательными сторонами a, b, c, d (a,b,c,d ( N), для которого выполнено

a) a2 + b2 + c2 = d2;
b) a2 + b2 = c2 + d2; 
c) a2 + c2 = b2 + d2. 
2)  Для произвольных натуральных п и 
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 определите, существует ли n-угольник с натуральными длинами сторонами a1, a2, …, an, такой, что a12+a22+…+ak2= ak+12+...+ an2 .

3)  Для произвольных натуральных п, 
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 и 
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 (n ( 4, n > k) определите, существует ли n-угольник с натуральными длинами сторонами a1, a2, …, an, такой, что |a12+a22+…+ak2– ak+12–...–an2| = c. 

В пунктах 1) – 3) попробуйте найти все или как можно больше наборов чисел, удовлетворяющих соответствующим равенствам. 
4)  Попробуйте выделить из множества многоугольников, полученных в пунктах 1), 2) или 3), многоугольники с различными дополнительными условиями (например, длины сторон многоугольника образуют арифметическую или геометрическую прогрессию, и т.п.).
5)  Предложите свои направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 3. Гармонические числа
Пусть 
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 – натуральное число, 
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 гармонического ряда 
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. Каждое гармоническое число запишем в виде 
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 – натуральные взаимно простые числа.

1. Докажите, что для любого натурального 
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 число 
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 не является натуральным.

2. Пусть 
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 – простое число. Найдите наибольшую степень числа 
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, на которую делится число 
[image: image20.wmf]n

B

.

3.   а) Докажите, что 
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 для любого простого 
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      b) Докажите, что 
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      c) Существует ли такое простое 
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, что 
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4. Найдите все натуральные 
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, такие, что 
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 делится на 3.

5. Докажите, что существует бесконечно много натуральных 
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, для которых 
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 не является степенью простого числа с натуральным показателем.

6. Исследуйте задачи, сформулированные в пп. 1 – 5 для обобщенных гармонических чисел  
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, где 
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 – натуральные числа. Интерес представляет исследование отдельных частных случаев, например, для 
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d

=


7. Предложите свои направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 4. Рекуррентная последовательность
Последовательность действительных чисел задается по формуле
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а) Какое наибольшее значение может принимать [image: image43.png]


 при [image: image45.png]n>1



 (укажите точное значение, если оно существует, или дайте по возможности более точную оценку сверху и снизу множества ее значений в противном случае).
б) Пусть [image: image47.png]2



, докажите, что для любого [image: image49.png]


 значение [image: image51.png]


 является правильной дробью, числитель которой на единицу меньше знаменателя.

в) Найдите наименьшее из чисел [image: image53.png]


, если оно существует.

г) Ответьте на пункты а) и в) если [image: image55.png]X1



 — произвольное действительное число.

д) Найдите явную формулу для [image: image57.png]


, при [image: image59.png]2



, а также при [image: image61.png]Xy =



,  p и q – натуральные числа (хотя бы для некоторых значений p и q). 

е) Исследуйте последовательность 

  при [image: image66.png]n>1



, оцените ее сверху и снизу (хотя бы для некоторых значений а и b). Существуют ли такие значения параметров а и b, что последовательность будет являться периодической для какого-либо значения [image: image68.png]X1



?

ж) Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 5. Шарики в коробочках
1) На столе стоит n коробочек, в каждой из которых лежит шарик, либо чёрный, либо белый, причём белых нечётное число. Разрешается указать любые две коробочки и узнать, лежит ли хотя бы в одной из них белый шарик. Предложите алгоритм определения коробочки, в которой наверняка находится белый шарик. Решите задачу для:

1.1. n = 3,

1.2. n = 5,
1.3. n = 2011,
1.4. произвольного натурального п.
За какое минимальное количество вопросов можно указать одну коробочку, в которой гарантированно лежит белый шарик?

2) На столе лежит 2011 коробочек, в каждой из которых лежит шарик, либо чёрный, либо белый. Разрешается указать на любые две коробочки и узнать, сколько в них лежит белых шариков. За какое минимальное количество вопросов можно точно узнать, шарик какого цвета лежит в каждой коробочке? Предложите алгоритм решения такой задачи и исследуйте минимальность необходимого количества вопросов для произвольного числа п корочек.
3) На столе стоит n= рk + r коробочек (p, k ( N, 0 ( r < k), в каждой из которых лежит шарик, либо чёрный, либо белый, причём белых mk + r. Разрешается указать на любые k коробочек и узнать, лежит ли хотя бы в одной из них белый шарик. Предложите алгоритм и исследуйте минимальность необходимого количества вопросов, с помощью которых гарантировано можно указать одну коробочку с белым шариком?

4) На столе лежит n коробочек, в каждой из которых лежит шарик, либо чёрный, либо белый. Разрешается указать на любые m коробочек и узнать, сколько в них лежит белых шариков. За какое минимальное количество вопросов можно точно узнать, шарик какого цвета лежит в каждой коробочке?

5) Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
№ 6. Построение многоугольников
Предварительные замечания. 1) В этой задаче все построения, о которых идет речь, должны быть таковыми, чтобы их можно было провести с помощью циркуля и линейки. 2) Прежде всего в пунктах 3 – 5 рассмотрите случай выпуклых многоугольников. Что изменится в исследовании и в ответе, если допустить рассмотрение невыпуклых многоугольников?
1. Постройте четырехугольник по трем углам и двум смежным сторонам. Сколько решений имеет эта задача?

2. Постройте четырехугольник по трем углам и двум противоположным сторонам. Сколько решений имеет эта задача?

3. В четырехугольнике заданы 4 стороны. Какое наименьшее количество углов надо задать для того, чтобы количество четырехугольников было конечным? (Укажите количество различных четырехугольников и опишите построение.) 

4. В четырехугольнике заданы 3 стороны. Какое наименьшее количество углов надо задать для того, чтобы количество четырехугольников было конечным? (Укажите количество различных четырехугольников и опишите построение.)

5. Предложите свои вопросы или обобщения в этой задаче и исследуйте их (в частности, интерес представляет рассмотрение подобных вопросов для 5-угольников и вообще для произвольных п-угольников, n ( 3).

№ 7. Нарушитель 
1. В центре территории, имеющей форму квадрата, находится нарушитель, которому необходимо выйти за пределы территории. Хватит ли начальнику милиции четырех сотрудников для его поимки, если максимальная скорость перемещения сотрудников в 1,5 раза больше, чем максимальная скорость нарушителя, но перемещаться они могут только по периметру квадрата и для задержания необходимо не менее двух сотрудников? 
Примечания. Нарушитель может двигаться в любом направлении; в каждый момент времени сотрудники и нарушитель знают месторасположение всех участников. Стратегии, а также начальные расположения нарушителя, назовем выигрышными для него, если ему удается уйти от милиции, в противном случае – проигрышными. Аналогично будем называть стратегии и начальные расположения милиционеров, если им удается задержать нарушителя (или, наоборот, не удается)
а)  Если не хватит, то сколько сотрудников необходимо для задержания и где их следует разместить?

б)  Если хватит, то как их следует разместить?

в)  Если хватит, то в дополнение к вышесказанному попробуйте указать геометрическое место проигрышных с точки зрения нарушителя начальных точек его расположения.
2. Те же вопросы, если скорость сотрудников в k раз больше скорости нарушителя. В частности, найдите наименьшее значение k или оцените его для вопроса б), а также в зависимоcти от k определите ГМТ хороших точек в вопросе в). Установите зависимость между количеством сотрудников m и отношением скоростей k.
3. Те же вопросы, что в пунктах 1 и 2, если нарушитель может двигаться только параллельно сторонам квадрата.

4. Исследуйте аналогичные вопросы, если территория имеет форму прямоугольника (правильного треугольника круга и т.п.).

Примечание. Во всех пунктах особый интерес представляет подробное исследование вариантов с небольшим количеством сотрудников (т = 2, 3, 4).

5. Предложите свои направления и обобщения в этой задаче и исследуйте их.

№ 8. Геометрические графы   
I. Пусть 
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  – натуральное число и множество 
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 состоит из 
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 на плоскости. Соединим любые две точки из множества 
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 отрезком тогда и только тогда, когда расстояние между этими двумя точками равно 1, и обозначим множество таких отрезков через 
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 будем называть геометрическим графом первого типа, элементы 
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 – вершинами, элементы  
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 – ребрами графа 
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. Число рёбер графа 
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 будем обозначать через 
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. Числом независимости графа 
[image: image83.wmf]G

 называется натуральное число 
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 вершин, никакие две из которых не соединены ребром, и не существует 
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+1 вершин с таким свойством. Через 
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 обозначим множество всех геометрических графов первого типа, состоящих из 
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 вершин.
1. Найдите или оцените величину 
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2. Найдите или оцените величину 
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3. Пусть 
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 и 
[image: image93.wmf]m

 – целые числа, удовлетворяющие неравенствам 
[image: image94.wmf],

n

kn

a

££

 
[image: image95.wmf]0.

n

m

b

££

 Определите, существует ли граф 
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4. Для каждого натурального 
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5. Для каждого натурального 
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II. Теперь соединим любые две точки из множества 
[image: image107.wmf]V

 отрезком тогда и только тогда, когда расстояние между этими двумя точками не больше 1, и обозначим множество таких отрезков через 
[image: image108.wmf]'
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. Пару множеств 
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  будем называть геометрическим графом второго типа. Решите задачи пункта I для геометрических графов второго типа.

III. Исследуйте эти же задачи для геометрических графов первого и второго типа в пространстве или предложите свои обобщения.
Примечание. Интерес представляет исследование отдельных частных случаев при небольших значениях параметров.
№ 9.   Рваные итерации  
Рассмотрим отображение   COMMENTS " $$f(x)=\frac{1}{2[x]-x+1}$$" 
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1. Постройте график этого отображения. Докажите, что отображение является обратимым при х ( 0, -1. 

2. Существуют ли у отображения f неподвижные точки?  (то есть такие  COMMENTS " $x$" x, что f(x) = x).
Рассмотрим итерации отображения f: 
[image: image114.png]F(x) = F(F( F(2)))



.
Орбитой точки p ( R называется множество  [image: image115.png]Orb(p)={x ER|3n€E I f"(p) = x}



.
3. Докажите, что орбитой точки 0 является множество 
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4. Тот же вопрос, если заменить в определении орбиты R на R ({(}.
5. Существуют ли такие точки, для которых орбита является конечной?  
6. Исследуйте орбиты других точек (в частности, иррациональных).

7. Рассмотрите аналогичные вопросы для отображений вида 
[image: image117.wmf][
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8. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

№ 10.   Мост
Рассмотрим следующую игру. Два игрока по очереди кладут камешки белого и черного цвета соответственно в шестиугольные клетки ромбовидного поля со стороной  COMMENTS " $n$" n (см. Рис. 1). 

 [image: image118.png]


 

Рисунок 1: Поле для игры Мост,  COMMENTS " $n=11$" n = 11.TC "1 Поле для игры Hex, n=11." \f f

Цель игры: провести мостик (то есть занять своими камешками последовательность шестиугольников с общими сторонами) между противоположными сторонами (красными и синими соответственно). 

1.
Докажите, что в этой игре не бывает ничьих. 

2.
Какой игрок выигрывает при правильной игре?  

3.
А если доска имеет вид параллелограмма (то есть стороны разной длины)?  

4.
Постройте явно выигрышные стратегии для  COMMENTS " $n$" n от 2 до 9. 

5.
Постройте явно выигрышные стратегии для других значений  COMMENTS " $n$" n. 

6.
Придумайте и рассмотрите другие варианты или обобщения такой игры (например, если доска состоит из квадратных или треугольных клеток; при этом возможны различные способы построения моста: либо мост может соеднять клетки, имеющие как и раньше общую сторону, либо клетки имеющие хотя бы одну общую точку). 

№ 11. Роботы и контейнеры
На секретной базе находится 100 000 контейнеров, содержащие опасные вещества. Один из контейнеров поврежден. Для того чтобы найти поврежденный контейнер вы можете использовать роботов, которые обследуют любое подмножество контейнеров и возвратят "OK", если они исправны и погибнут, если обнаружат неисправный. Роботу требуется 1 час на обследование контейнеров независимо от их количества. Одновременно могут работать сколь угодно роботов. Ваша цель за два часа найти неисправный контейнер.

1. Какое наименьшее число роботов для этого необходимо?

2. Найдите формулу для необходимого количества роботов, если у вас есть в запасе   t часов?

3. Найдите формулу для необходимого количества роботов, если поврежденных контейнеров n (не более чем п) и у вас есть в запасе t часов?

4. Предположим, что мы хотим иметь необходимое минимальное количество роботов такое, чтобы мы могли повторить операцию во второй раз с теми роботами, которые выжили после первой операции. Сколько их должно быть? А сколько их должно быть, если мы захотим повторить операцию k раз?

5. Какое наибольшее количество контейнеров мы можем проверить, если у нас есть столько роботов, сколько надо для 1 пункта?

6. Найдите формулу для необходимого количества роботов, если всего контейнеров т, поврежденных контейнеров не более чем п и у вас есть в запасе t часов?

7. Пусть имеется 100 000 контейнеров, количество поврежденных контейнеров не известно. Сколько поврежденных контейнеров мы можем гарантированно найти, используя 100 роботов? Тот же вопрос, если мы можем использовать р роботов. Сколько роботов потребуется, чтобы найти все поврежденные контейнеры?
8. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

№ 12. Прямые и окружности на плоскости
I. Пусть на плоскости заданы n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Обозначим через L множество всевозможных прямых, проходящих через произвольные пары этих точек. Оценить сверху число точек пересечения множества прямых L. 

II. Пусть на плоскости заданы n точек в общем положении, т.е. никакие три из них не лежат на одной прямой и никакие четыре из них не лежат на одной окружности. Обозначим через L множество всевозможных прямых, проходящих через произвольную пару этих точек, а через C – множество всевозможных окружностей, проходящих через произвольную тройку этих точек. Оценить сверху число точек пересечения множества прямых L с множеством окружностей C.
III. Пусть на плоскости заданы n точек, никакие четыре из которых не лежат на одной окружности. Обозначим через C множество всевозможных окружностей, проходящих через произвольную тройку этих точек. Оценить сверху число точек пересечения множества окружностей C.
IV. Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их. В частности, во всех пунктах интерес может также представлять оценка снизу (хотя бы грубая), а также рассмотрение интересных вырожденных случаев (например, изучение случаев, когда в пункте I ровно три точки лежат на одной прямой, или ровно две пары точек лежат на двух параллельных прямых и т.п.)
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