Задания для XIX республиканского турнира юных математиков 

Задача  1.   Неравенства
Через запись
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 будем обозначать двойную сумму [image: image2.wmf]11
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. См., например, запись
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Везде в задаче через [image: image6.wmf]12
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 обозначены произвольные положительные числа, а через [image: image7.wmf]12
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( произвольные действительные числа, [image: image8.wmf]n

 ( натуральное число не меньшее 2. Во всех пунктах рекомендуется начинать исследование с отдельных значений используемых параметров (например, n = 2, n = 3, n > 3 и [image: image9.wmf]a

= 2, [image: image10.wmf]a

( 1 и 2 в пп. 0а, 1а, 1б и т.д.) или видов функций (см. пп. 3 и 5), а затем по возможности при всех (или удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям – введите их сами).
0а. Докажите неравенство 
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1а. Докажите неравенство [image: image12.wmf]()
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1б. Для каких действительных значений [image: image13.wmf]a

 верно неравенство [image: image14.wmf]()
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2а. Докажите неравенство [image: image15.wmf],1
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2б. Докажите неравенство [image: image16.wmf],1
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, для любых значений 
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2в. При каких действительных значениях [image: image22.wmf]a
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3. Для каких функций 
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4. Докажите неравенство [image: image26.wmf],1
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5. Для каких функций [image: image27.wmf]f
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6. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

Задача  2.        Арифметические функции
Пусть f: N ( N – функция, которая каждому натуральному числу сопоставляет натуральное число. Обозначим сумму значений функции f, вычисленных в делителях натурального числа n через 
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, где запись 
[image: image31.wmf]n
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 означает, что натуральное число d является делителем натурального числа n (говорят еще: «d делит n»), и суммирование ведется по всем делителям, считая 1 и само число n. Например, 
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1. Для целого неотрицательного числа i и f(d) = di, обозначим 
[image: image33.wmf](|)

()

i

i

dn

and

=

å

. Например, при i = 2 и  n = 10 имеем: 
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1.1 Пусть 
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, где р – простое, 
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 – натуральное. Докажите, что 
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1.2 Пусть 
[image: image38.wmf]12

12

...

k

k

nppp

a

aa

=

, где 
[image: image39.wmf]12

,,...,

k

ppp

– различные простые числа, 
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– натуральные. Докажите, что 
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1.3 Выведите общую формулу для 
[image: image43.wmf]()
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1.4 Верно ли, что
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1.5 Выведите общую формулу для
[image: image45.wmf](|)
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1.6 Функция f называется мультипликативной, если 
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 таких, что НОД
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 мультипликативны. При каких значениях i функция 
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2. Пусть i – натуральное число. Обозначим через 

 количество упорядоченных наборов, каждый из которых состоит из i  QUOTE 
целых неотрицательных чисел 
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. Например, 
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, так как существуют ровно три упорядоченные двойки (можно говорить «пары»), удовлетворяющие указанному условию, а именно: (1,1), (1, 0) и (0, 1).
2.1 Докажите, что 
[image: image59.wmf]12
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2.2 При каких i функция 
[image: image60.wmf]()
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2.3 Верно ли, что 
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2.4 Выведите общую формулу для 
[image: image62.wmf]()
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3. Докажите, что число n является простым тогда и только тогда, когда 
[image: image64.wmf]110
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4. Пусть k – натуральное число. Верно ли, что число n является простым тогда и только тогда, когда 
[image: image65.wmf]0
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5. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.

Задача  3.        Часы с ускорением
На плоскости нарисован луч. В следующую секунду он поворачивается на один градус против часовой стрелки, потом ещё на два градуса в том же направлении, потом на три, и так далее (каждую следующую секунду угол поворота увеличивается на один градус).
1. Сколько времени? Исследуйте динамику положений луча по следующей схеме.
(a) Докажите, что положения луча будут повторяться через один и тот же промежуток времени. Наименьший такой натуральный промежуток назовём периодом, найдите его.
(b) Сколько всего встретится различных положений луча?
(c) Определите положение луча, которое встретится последним (после него все положения будут только повторяться).
(d) Через какое время встретится последнее положение луча?
2. Меняем градус. Изменим градусную меру так, чтобы один полный оборот составлял ровно n градусов (в предыдущем пункте n = 360). Ответьте на вопросы, аналогичные предыдущему пункту. Интерес представляют не только точные значения, но и оценки этих значений.
(a) Докажите, что положения луча будут повторяться через один и тот же промежуток времени. Найдите период T(n).
(b) Определите число A(n) различных положений луча.
(c) Определите положение луча L(n), которое встретится последним.
(d) Через какое время R(n) встретится последнее положение луча?
(e) Определите наибольшее количество W(n) повторений одного и того же положения луча в течение периода.
3. Сравниваем градусы. Сравните значения некоторых величин для различных градусных мер. Через V(n) обозначим любую из введённых величин T(n), A(n), L(n), R(n) и W(n), подразумевая, что требуется рассмотреть вопрос для каждой из них.
(a) Существуют ли пары (m; n) чисел такие, что m < n, а V(m) > V(n)?
(b) Если такие пары существуют, то попробуйте их описать.
(c) Найдите или оцените наибольшее и наименьшее возможные значения дроби V(n)/n.
(d) Найдите или оцените верхний и нижний пределы отношения V(n)/n при n стремящемся к бесконечности.
(e) Найдите значения или оценки попарных отношений величин T(n), A(n), L(n), R(n) и W(n) при одном и том же n.
4. Предложите свои обобщения задачи. Введите и исследуйте собственные величины, описывающие динамику изменений угла. Исследуйте похожие вопросы для других изменений угла за секунду.
Задача  4. Геометрические миниатюры – 3 
I.1. Исходная постановка на плоскости. Четыре окружности В1, В2, В3, В4 расположены в одной плоскости так, что окружность В2 касается окружности В1, окружность В3 касается окружности В2, окружность В4 касается окружности В3, окружность В1 касается окружности В4. Все окружности касаются друг друга внешним образом. Докажите, что все четыре точки касания лежат на одной окружности.
I.2. Общая постановка на плоскости. Четыре окружности В1, В2, В3, В4 с центрами О1, О2, О3, О4 и радиусами r1, r2, r3, r4 соответственно расположены в одной плоскости так, что окружность В2 касается окружности В1 в точке К, окружность В3 касается окружности В2 в точке L, окружность В4 касается окружности В3 в точке M, окружность В1 касается окружности В4 в точке N. 
Во всех следующих пунктах положение центров первой и третьей окружностей О1 и О3 фиксировано, а положение центров второй и четвертой окружностей и радиусы всех окружностей таковы, что выполняются условия касания, описанные в предыдущем абзаце. Исследуйте следующие вопросы:
А) в зависимости от расположений центров О2, О4 и радиусов окружностей попробуйте описать, какие возможны конфигурации внешнего и внутреннего касания (для удобства попробуйте предложить классификацию соответствующих случаев);
Б) проверьте, всегда ли выполняется утверждение пункта I.1 в различных конфигурациях, описанных в п. А);

В) получите условия параллельности прямых KL и MN в зависимости от радиусов r1, r2, r3, r4;

Г) изучите месторасположение точек пересечения прямых KL и MN в зависимости от радиусов r1, r2, r3, r4; в частности, попробуйте описать геометрические места точек пересечения прямых KL и MN, при условии, что радиусы r1, r2, r3, r4 принимают всевозможные значения, при которых выполняются различные конфигурации внешнего и внутреннего касания рассматриваемых окружностей. (При этом дайте точные описания случаев, которые вы рассматриваете)
II.1. Исходная постановка в пространстве. Четыре сферы S1, S2, S3, S4 с центрами О1, О2, О3, О4 и радиусами R1, R2, R3, R4 соответственно расположены в пространстве так, что сферы S1, S2 касаются друг друга в точке К, сферы S2, S3 – в точке L, сферы S3, S4 – в точке M, а сферы S1, S4 – в точке N (все касания – внешние). Верно ли, что: 

i) точки K, L, M, N принадлежат одной плоскости;  

ii) точки K, L, M, N лежат на одной окружности.

Примечание. Докажите данные утверждения или постройте контрпримеры к ним. В последнем случае попробуйте определить условия, при выполнении которых они выполняются

II.2. Общая постановка в пространстве. Представьте себе ситуацию, описываемую одним из двух условий:

А) сферы S1, S3 зафиксированы в пространстве, а сферы S2 и S4 таковы, что, как и в исходной постановке, сферы S1 и S2, S2 и S3, S3 и S4, S1 и S4 попарно касаются внешним образом (точки их касания вновь обозначим K, L, M, N  соответственно);

Б) центры О1, О2, О3, О4 фиксированы в пространстве, а радиусы R1, R2, R3, R4 изменяются так, как описано в исходной постановке (см. также п.А)). 

Верно ли, что во всех случаях прямые KL и MN либо параллельны, либо пересекаются и найдите геометрическое место точек их пересечения. 

III. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их. В частности, попробуйте обобщить на пространство различные конфигурации из пунктов I.2: А) – Г). Предложите свои идеи и конфигурации в этой задаче и исследуйте их.

Задача  5.    Треугольники с соотношением углов
Рассмотрим треугольник [image: image66.wmf]ABC

. Напротив углов [image: image67.wmf]A
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 соответственно. Пусть [image: image73.wmf]AnB

Ð=Ð

, где 
[image: image74.wmf]N

n

Î

. Как известно, для [image: image75.wmf]1

n

=

 выполняется соотношение [image: image76.wmf]0

ab

-=

.
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2.  Докажите, что при [image: image79.wmf]3
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3.  Докажите, что при [image: image81.wmf]4
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4.  Докажите, что для любого 
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5.  Верно ли обратное утверждение для пунктов 1–3 (т.е. если для длин сторон тре-угольника выполняется одно из соотношений 1–3, то [image: image93.wmf]AnB
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, n = 2, 3 или 4)?
6.  Пусть [image: image94.wmf]2
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7. Найдите многочлен [image: image96.wmf](,,)
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 хотя бы для некоторых значений [image: image100.wmf]m

 и [image: image101.wmf]n
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8. Существует ли многочлен [image: image102.wmf](,,)
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9. Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их. В частности, для различных m, n и r следуйте вопрос о степени соответствующих многочленов [image: image106.wmf](,,)
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 и [image: image107.wmf](,,)
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 (точных значений степени или оценок сверху и снизу).
Задача 6.    Диофантово уравнение
I. Рассмотрим следующее уравнение в натуральных числах 
(1)


.


Легко видеть, что тройка (x, y, z) = (1, 1, 2) является решением уравнения (1). Основной вопрос данной задачи состоит в существовании решений, отличных от указанного. Поскольку сформулированный вопрос является неразрешенным в настоящее время, то предполагается исследование более частных подзадач, связанных с исследованием свойств решений уравнения (1). Всюду в дальнейшем под (x, y, z) понимается некоторое решение уравнения (1) в натуральных числах, отличное от (1, 1, 2) .

1) Пусть A – положительная постоянная. Докажите, что множество решений уравнения (1) в натуральных числах (x, y, z)  таких, что 
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, является конечным. Попытайтесь оценить число таких решений и предложите алгоритмы нахождения этих решений.

2) Исследуйте вопросы предыдущего пункта, заменив предположение 

 на одно из условий 

 или 

.

3) Докажите, что выполняется одно из двойных неравенств 
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4) Докажите, что числа 

 попарно взаимно просты.

5) Докажите, что y нечетное.

6) Докажите, что существует постоянная A, такая, что 
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(x, y, z) для всех решений  уравнения (1).
7) Попытайтесь найти постоянную A из предыдущего пункта в явном виде.

II. Пусть заданы натуральные числа a, b, c. Рассмотрим более общие уравнения

(2)                                                     
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Исследуйте аналогичные задачи для уравнений (2), (3). Основной интерес вызывает вопрос о конечности числа решений и поиске явных оценок для  

.

III. Предложите и исследуйте Ваши собственные направления или обобщения данной задачи.

Задача 7.     Игра со стульями

В ряд стоят n стульев, на каждом из которых сидит по ребёнку. В некоторый момент каждый из них пересел на стул, находящийся через m, либо через k от него (в обоих случаях в любом направлении). При этом, никакие два ребёнка не поменялись местами друг с другом и свободных стульев не осталось. Естественно, предполагаем, что выполнены неравенства n-1 > k > m ( 0 (где m = 0 означает, что можно пересаживаться на соседний стул).
1. Сколько стульев? Назовём тройку (n; m; k) возможной, если для неё могла произойти описанная выше игра.
(a) Докажите, что при m = 0, k = 1, могло стоять любое число стульев n > 3.
(b) Докажите, что при m = 0, k = 2, число n чётное, при этом, все чётные n > 4 возможны.
(c) Найдите все возможные значения n при m = 1, k = 2.
(d) Существуют ли взаимно простые числа m и k такие, для которых число возможных значений n конечно?
(e) Опишите все возможные тройки (n; m; k).
2. Длинные игры. Назовём игру длинной, если повторяя те же самые пересаживания несколько раз, окажется, что каждый ребёнок побывал на каждом месте хотя бы по одному разу.
(a) Верно ли, что для каждой возможной тройки существует длинная игра?
(b) У каких возможных троек (n; m; k) существуют длинные игры?
(c) Верно ли, что существуют возможные тройки (n; m; k) со сколь угодно большими значениями n, у которых все игры являются длинными?
(d) Верно ли, что существуют возможные тройки (n; m; k) со сколь угодно большими значениями k, у которых все игры являются длинными?
(e) Опишите все возможные тройки (n; m; k), у которых все игры длинные?
3. Передвигаем стулья. Пусть на этот раз стулья расположены не в ряд, а по кругу.
(a) Исследуйте вопросы, аналогичные п. 1 и п. 2.
(b) Добавим дополнительное условие: хотя бы один ребёнок пересел на стул, находящийся через m от него, и хотя бы один ребёнок пересел на стул, находящийся через k от него. Исследуйте вопросы, аналогичные п. 1 и п. 2.
(c) Отдельный интерес в предыдущих подпунктах составляет вопрос, при каких n, m, k различаются ответы для расположений стульев в ряд, по кругу, а также, по кругу с дополнительным условием.
4. Исследуйте похожие игры: могут быть другие правила (например, больше двух вариантов прыжков), другие расстановки (например, в несколько рядов), или другие вопросы.
5. Предложите свои обобщения или направления исследования этой задачи и изучите их.
Задача  8.      Встретятся ли друзья?
Введение.
Представим себе некоторый эксперимент, и пусть М – множество всех возможных его исходов (т.е. результатов эксперимента). Будем предполагать, что все исходы равновероятны. Под событием будем понимать любое подмножество множества М. 

Пусть множество A – событие, т.е. является подмножеством M (
[image: image136.wmf]M
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). Будем говорить, что в результате эксперимента наступило событие А, если исход эксперимента принадлежит множеству А. Кроме того, если некоторый исход эксперимента принадлежит множеству А, то будем говорить, что этот исход благоприятствует событию А.

Например, эксперимент может заключаться в броске игральной кости, и тогда 
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. Рассмотрим событие, которое заключается в том, что в результате броска выпало четное число очков. Такое событие – это попросту множество 
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. Если число всех исходов эксперимента конечно, то под вероятностью события А будем понимать отношение числа исходов, благоприятствующих событию А, к числу всех возможных исходов данного эксперимента. Так, для рассмотренного эксперимента с игральной костью вероятность выпадения четного числа очков равна [image: image139.wmf]1
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Рассмотрим теперь эксперимент, заключающийся в броске дротика в круглую мишень радиуса 1 при игре в дартс, причем будем предполагать, что попадание дротика в любую точку мишени может произойти с одной и той же вероятностью. Множество М всех исходов такого эксперимента есть множество всех точек мишени. В данном случае множество М является бесконечным. Поэтому, если 
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, то под вероятностью события А будем понимать отношение площади множества А к площади всей мишени. Например, если А – некоторый фиксированный (нарисованный на мишени) квадрат со стороной 1, то вероятность события А, состоящего в попадании дротика в этот квадрат, равна [image: image141.wmf]1
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Постановка задачи.
1а) Два друга договорились встретиться в некоторый промежуток времени длительностью 10 мин, причем каждый из пришедших к месту встречи должен ждать другого не более 2 мин. Найти вероятность встречи. Попробуйте решить эту задачу на основании вышеуказанного определения вероятности, считая, что момент прихода двух человек – это точка на плоскости (x, y), где x и y – время прихода соответственно первого и второго человека, причем  x, y ( [0, 10].
1б) Решите данную задачу при условии, что встреча двух друзей должна состояться в произвольный промежуток времени T со временем ожидания одного друга вторым, равным t, где значения T и t положительны, причем T > t.

Примечание. Обратите внимание, что здесь и далее значения всех встречающихся временных параметров положительны. 
1в) Попробуйте решить данную задачу при условии встречи двух людей в произвольный промежуток времени T со временем ожидания первым второго равным 
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, а вторым первого – 
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2а) Предположим теперь, что три друга договорились встретиться в течение некоторого промежутка времени продолжительности Т. Каждый из них готов ждать любого другого в течении положительного промежутка времени длины t < T. Считается, что друзья встретились, если ни одному из них не пришлось ждать ни одного другого дольше, чем в течение промежутка t. Найдите вероятность, что друзья встретились.

2б) Решите задачу п. 2а) для трех друзей, при условии различного времени ожидания любым из них каждого из оставшихся друзей. (Возможно, вначале стоит рассмотреть  частные случаи, например, когда некоторые из  времен ожидания 

, равны между собой.)

3а) Предположим, теперь, что, как и в п. 1а), два друга договорились встретиться в течение 10 минут. Но при этом один из друзей ведет себя следующим образом: приходит на встречу, ждет своего друга 1 минуту, потом на 3 минуты отлучается, потом возвращается и снова ждет 1 минуту, после чего уходит. При этом второй друг приходит на встречу, ждет 2 минуты и уходит. Найти вероятность встречи. 

3б) А если оба друга отлучаются с места встречи?

3в) Решите аналогичную задачу, когда двое друзей договорились встретиться в течение промежутка времени длины Т, и при этом один (или каждый) из них после прихода на встречу сначала ждет в течение t1 минут, потом отлучается на τ минут, затем возвращается и ждет еще в течение t2 минут.

3г) Решите аналогичные задачи для трех друзей.

4а) Решите задачу предыдущего пункта в случае, если момент, когда друг отлучается с места встречи, также является случайным. То есть один из друзей действует так: приходит в случайный момент, ждет в течение t минут, но при этом в случайный момент отлучается на τ минут.

4б) А если таким образом действуют оба друга?

5а) Постарайтесь решить задачу для общего случая n встречающихся друзей с одним и тем же временем ожидания t > 0 одним другом всех оставшихся друзей. Чем отличается случай, кода этот «один друг» фиксирован (т.е. условие проверяется только для одного из них), от случая, когда каждый из друзей ждет любого другого с указанным временем ожидания?

5б) Решите задачу о вероятности встречи n друзей, каждый i-й из которых ждет любого другого –  j-го с временем ожидания 

. 

6) Предложите свои обобщения и направления исследования для данных задач и изучите их.

Задача   9.    Порождённые подграфы
Введение. Обыкновенным графом называется упорядоченная пара G = (V, E), где V – некоторое непустое конечное множество, E – множество неупорядоченных пар различных элементов из V. Элементы множества V называются вершинами графа, элементы множества E – его рёбрами. Множество вершин графа G будем обозначать через V(G), множество рёбер – E(G). Число |V(G)| вершин графа G называется его порядком и обозначается |G|. Говорят, что две вершины u и v графа смежны, если множество {u, v} является ребром и не смежны в противном случае. Два графа называются изоморфными, если можно занумеровать вершины каждого из них так, что если две вершины будут смежными (несмежными) в одном графе, то вершины с такими же номерами будут смежными (несмежными) во втором графе и наоборот.
Пусть задан граф G и в нём выбрано непустое подмножество вершин U ( V(G). Рассмотрим подграф 
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 состоит из всех тех рёбер графа G, у которых оба конца принадлежат U. Говорят, что этот подграф порождён множеством вершин U и называют его просто порождённым подграфом. Дополнением к графу G называется граф 
[image: image156.wmf]G

, который имеет такое же множество вершин, что и граф G, и две различные вершины смежны в графе 
[image: image157.wmf]G

 тогда и только тогда, когда они не смежны в графе G. 

Обозначим через G2 – квадрат графа G – граф с множеством вершин V(G), в котором две несовпадающие вершины смежны, если и только если расстояние между ними (наименьшая из длин цепей, соединяющая эти вершины) в графе G не более 2. (Примечание. Все стандартные обозначения и понятия теории графов, которые встречаются далее, можно найти в книге: Мельников О.И. Теория графов в занимательных задачах. Изд. 3-е, испр. и доп. – М.: Книжный дом «ЛИБРОКОМ», 2009. – 232 с.)
Будем обозначать через 
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 (читается как «тета от жэ») число всех попарно неизоморфных порождённых подграфов графа G, а через 
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 (читается как «эта от жэ») число всех попарно неизоморфных связных порождённых подграфов графа G. Например, 
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 – полный граф и простая цепь порядка 3 соответственно.

Постановка задачи. Исследуйте следующие задачи.

1) Для каких графов G выполняется равенство 
[image: image165.wmf]()()

GG

qh

=

? 
2) Найдите значения величин:

(а) 
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, где G – граф трёхмерного куба и граф октаэдра (см. рисунок);

(б) 
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(в) 
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 вершинно-непересекающихся полных графов 
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 – простая цепь порядка n, 
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(д) 
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 для всех попарно неизоморфных графов G порядка не выше 5;

(е) 
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Рис. Граф куба (слева) и граф октаэдра (справа)

3) Докажите, что для любого графа G справедливо равенство 
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4) Пусть G и H – вершинно-непересекающиеся графы. Докажите или опровергните следующие утверждения:

(а) если G – простая цепь порядка не меньше 4 или простой цикл порядка не меньше 5, то 
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(б) если 
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Какие из утверждений верны в обратную сторону? Ответ обоснуйте.

5) Найдите все натуральные числа n, 
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, для которых существует пара таких связных неизоморфных графов G и H, что 
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6) Пусть 
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 – натуральное число, для которого существует граф G с условием 
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(а) Докажите, что существует граф H такой, что 
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(б) Предложите оценки в терминах числа 
[image: image205.wmf]*
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 на максимальное (минимальное) число вершин, которое может содержать граф G.

7) Попытайтесь найти нижние и верхние оценки параметров 
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 и исследуйте их достижимость. Например, для графа G порядка n имеет место простая верхняя оценка 
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, где 
[image: image209.wmf]i
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 – биномиальный коэффициент и g(i) – число попарно неизоморфных графов порядка i.

8) Предложите обобщения параметров 
[image: image210.wmf]()
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 и 
[image: image211.wmf]()
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, например, для случаев, когда

(а) G – мультиграф (граф с кратными рёбрами);

(б) речь идёт не о подграфах, порождённых подмножествами вершин, а о подграфах, порождённых подмножествами рёбер.

Исследуйте свойства предложенных параметров.

Задача  10.  Изопериметрические неравенства в графах

Основные понятия, определения, обозначении этой задачи соответствуют теме предыдущей задачи (см. № 9. Порождённые подграфы) и могут быть взяты из ее формулировки (так же как и ссылка на литературу).

I. Пусть G = (V, E) – неориентированный граф без петель и кратных ребер, А – непустое подмножество его вершин такое, что 
[image: image212.wmf]2
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. Введем понятие границ множества А:

Вершинной границей множества вершин А
 назовем множество  = 
[image: image215.wmf]{wV\A|:wN(v)}
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, где N(v) – множество вершин графа G, смежных с вершиной v. 
Реберной границей 

 назовем множество ребер, один конец которых лежит в A, а другой – нет. 
Примеры. 1) На приведенном рисунке изображены: исходный граф – квадратная решетка 6(7, закрашенные точки – множество А, проколотые точки – вершинная граница, жирные ребра – реберная:

[image: image219.png]



2) Рассмотрим граф G, который является циклом на 5 вершинах. Легко видеть, что 
[image: image220.wmf]|A||A|2
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 при 
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[image: image224.wmf]2

A

=

.
I.1. Найдите множества значений или их оценки для мощностей границ в зависимости от |А| в следующих графах:
I.1.1. а) цикл на 7 вершинах; б) цикл на n вершинах;
I.1.2. а) полный 2-дольный граф; б) полный p-дольный граф;

I.1.3. дерево;

I.1.4. треугольная решетка на плоскости;

I.2.  Докажите, что для графов, имеющих структуру, указанную в следующих пунктах,  выполняются следующие оценки:
а) для n-мерного куба: 
[image: image225.wmf]2
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;
б) для прямоугольной решетки размера k ( k: 
[image: image227.wmf]}
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в) для конечной шестиугольной решетки на плоскости: 
[image: image229.wmf]A
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Попробуйте оценить мощности вершинных границ для этих графов.

II. Реберной изопериметрической постоянной называется величина  
[image: image231.wmf]|A|
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. Аналогично можно ввести вершинную изопериметрическую постоянную . Попробуйте получить точные значения или оценки на изопериметрическую постоянную графов из пункта I, например:
II.1. Докажите, что:
а) для цикла на n вершинах реберная изопериметрическая постоянная равна 
   ; 
б) для n-мерного куба  hE (G) = 1;
в) для полного двудольного графа с долями m и n постоянная         
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II.2. Декартовым произведением графов G1 и G2 называется граф Н, в котором:

- множество вершин является декартовым произведением множеств вершин V(G1) × V(G2);

- ребро между (u1,v1) и (u2,v2) существует тогда и только тогда, когда u1= u2 и v1 смежна с v2, или наоборот.

Докажите, что если Pk  – цепь на k вершинах, а G – связный граф на k вершинах, то hE (Pk ×G) = hE (Pk). А если G – произвольный связный граф?

II.3. Исследуйте изопериметрические постоянные для декартовых произведений других графов, связь между двумя типами этих постоянных. 
III. Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.
Задача  11.  Пересечения подмножеств
I. Рассмотрим множество 
[image: image240.wmf]}
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. Далее рассмотрим набор 
[image: image241.wmf]F

 непустых подмножеств 
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. Здесь и ниже вертикальные скобки обозначают мощность, т.е. количество элементов, стоящего в них множества.
Обозначим 
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. Другими словами 
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 – число элементов в пересечении 
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-го и 
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-го множеств 
[image: image250.wmf]F

, а 
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 – максимальное число элементов в множествах среди попарных пересечений в 
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. В первой части задачи требуется предложить оценки значения 
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 при фиксированных значениях параметров 
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Для наглядности рассмотрим следующий пример. Пусть 
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 не всегда выполнено.

0.  a) При каких значениях 
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 можно утверждать наверняка, что 
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    b) Найдите все возможные значения 
[image: image270.wmf]f

 при маленьких 
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1. При следующих значениях 
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 докажите необходимое утверждение:

a) 
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c) 
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d) 
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e) 
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2. Докажите, что 
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3. Дальнейшие направления. Рассмотрите какие-либо обобщения данной задачи, например, случай, когда мощности подмножеств набора 
[image: image300.wmf]F

 могут быть различны (начните со случая, когда возможны два значения мощности – 
[image: image301.wmf]1
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 и 
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II. В данной части рассмотрим непрерывный случай данной задачи. Подмножество 
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 отрезка 
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 будем называть измеримым, если оно является объединением конечного числа непересекающихся отрезков. Мерой (|X|) измеримого множества 
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 будем называть сумму длин его отрезков. Например, 
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 является измеримым и его мера равна 
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Далее рассмотрим набор 
[image: image308.wmf]G

 (возможно бесконечный) непустых измеримых множеств 
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-го множеств 
[image: image317.wmf]G

 (нетрудно видеть, что пересечение измеримых множеств есть измеримое множество), а 
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 – максимальная мера среди попарных пересечений в 
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. Исследуемый вопрос аналогичен первой части.

1.    a) Пусть 
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 набор множеств из условия (II), причём 
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 попарно не пересекаются. Докажите, что 
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b) Докажите, что для бесконечного набора множеств 
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 и 
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c) Докажите, что для бесконечного набора множеств 
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2. Рассмотрим бесконечный набор 
[image: image330.wmf]G

 множеств из условия (II). Докажите, что
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3.Дальнейшие направления. Рассмотрите какие-либо обобщения данной задачи, например, случай, когда меры множеств набора 
[image: image333.wmf]G

 могут быть различны (начните со случая, когда возможны два значения меры - 
[image: image334.wmf]1
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Вторым направлением для исследования является рассмотрение двумерного (трёхмерного) пространства. В качестве 
[image: image336.wmf]E

 берётся круг(шар) радиуса 1 с центром в 
[image: image337.wmf]O

. Что в данном случае значит измеримое множество и его мера определите самостоятельно.

Задача 12.   Инварианты и симметрии отображений плоскости

Введение. Пусть 
[image: image338.wmf]2
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 – отображение  плоскости. 

Подробнее: отображение одного множества точек плоскости на другое – это такое правило, которое каждой точке исходного множества («прообраза») ставит в соответствие ровно одну точку получаемого множества («образа»). Для точек из исходного множества и множества-образа часто используются аналогичные названия: точка-прообраз (точка в исходном множестве) и образ точки (соответствующая ей точка в множестве-образе). Ср. определения из школьной программы параллельного переноса, поворота, центральной и осевой симметрии. 

Более точно, в математике термин преобразование используется тогда, когда образ равен прообразу (т.е. исходное множество преобразуется само в себя). Если образ, вообще говоря, не совпадает с прообразом, то используется термин отображение. 

Отображения или преобразования можно задавать аналитически, т.е. в виде формул. Например, если точки плоскости записывать в виде пары (x, y), где x и y – соответствующие координаты в некоторой системе координат, то преобразование параллельного переноса на вектор (a, b) можно записать так:
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или более коротко 
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Инвариантом отображения Т  называется такая непостоянная функция F на плоскости, что 
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 , где обе части равенства определены. Например, одним из инвариантов для параллельного переноса (проверьте это и попробуйте догадаться, как его можно получить (найти)) является функция для всех точек , а для поворота относительно начала координат – функция 
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 (геометрический смысл последней функции должен быть понятен – это расстояние точки от начала координат).

Постановка задачи. 

1. Найди инварианты следующих отображений плоскости:

a) Инверсии с центром в начале координат 
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b) линейного отображения 
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c) отображения 
[image: image353.wmf])
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. (Указание: отождествите точку 
 с комплексным числом  
.)

2. Предположим, что отображение T таково, что для некоторого n ( N его степень Tn – тождественное отображение. Докажите, что у такого отображения всегда есть инварианты и предложите алгоритм для их построения. 

3.  Определите, есть ли инварианты у следующих отображений плоскости:

a) 
;
b) 
;

c) 
, 
[image: image364.wmf]C
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.   
4.  Докажите, что у следующих отображений всегда есть инварианты и предложите способы их построения:

a) аффинные преобразования плоскости:
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b) конформные преобразования плоскости: 
[image: image367.wmf]'
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5. Отождествим множество точек плоскости с комплексными числами и рассмотрим квадратичные отображения 
[image: image372.wmf]C
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, где 
, причем  T(z) называется полиномиальной симметрией отображения. Полином S(z), если S(T(z))=T(S(z)) . Симметрия S называется нетривиальной, если она отлична от константы и от итераций T(T(…T(z)…)) самого полинома T.для всех z ( C
a) Покажите, что заменой переменных 
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 отображение T можно привести к виду 
[image: image386.wmf]c
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b) Найдите все значения c, для которых отображение Tc имеет нетривиальные полиномиальные симметрии.

6. Исследуйте наличие инвариантов у нетривиальных полиномиальных симметрий для произвольных квадратичных отображений плоскости, а именно отображений вида 
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, где F,G – вещественные полиномы степени не выше 2, причем один из них ровно степени 2.

7. Предложите свои обобщения и направления исследования в этой задаче и изучите их.

Задача 13.   Композиция функций и правые общие делители
Пусть G – множество возрастающих линейных функций вида 
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. Определим операцию умножения в этом множестве как композицию функций: 
0. Вычислите 
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.  b) Докажите, что для любой функции 
 найдется единственный элемент [image: image414.wmf]G
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 , такой что 
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. Обозначим такой элемент через 
. Определим также  
 как множество всех функций вида , где P – некоторое подмножество в G.

2. Зафиксируем некоторое иррациональное число 
[image: image423.wmf]R
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. Пусть P – подмножество в G, состоящее из всех функций f ( G, таких что . Определим также подмножество 
[image: image427.wmf]P
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a) Докажите, что 
 и 
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Определим отношение правого сравнения 
, если 
[image: image435.wmf]P
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b) Докажите, что для любых двух элементов f,g ( G 
 верно одно из двух: 
 или 
[image: image440.wmf]f
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. Дайте геометрическую интерпретацию правого сравнения.

Определим отношение левого сравнения 
, если 
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c) Докажите, что для любых двух элементов f,g ( G верно одно из двух:
 
 или 
[image: image448.wmf]f
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. Дайте геометрическую интерпретацию левого сравнения.

d) Найдите пару различных элементов f,g ( G, таких что 

, но 
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3. Рассмотрим множество FP формальных линейных комбинаций вида
[image: image454.wmf]å
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, где 
— коэффициенты линейных комбинаций, а  — различные элементы в P. 

Например, 
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— это элемент в FP. При этом мы рассматриваем эту линейную комбинацию формально, не пытаясь выполнить реальное сложение функций. В частности, если мы говорим о формальных линейных комбинациях, то .

Мы можем складывать и вычитать формальные линейные комбинации, складывая и вычитая коэффициенты при одинаковых (!) элементах из P. Например,
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(Мы сложили коэффициенты при 
[image: image464.wmf]G
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, но не выполняли никаких операций с коэффициентами при 
и , так как это разные элементы в G.) 

Мы можем также умножать две линейные комбинации из FP, предполагая, что такое умножение дистрибутивно (то есть можно раскрывать скобки, когда мы умножаем две линейные комбинации), а для умножения отдельных элементов из G мы используем композицию функций, как указано выше. Это можно записать так:
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Например, 
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a) Докажите, что любой элемент из FP 
может быть однозначно представлен в виде  
, где 
, то .

b) Докажите, что для 
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Элемент 
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называется правым общим делителем элементов 
 и 
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c) Найдите правый общий делитель элементов 
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5. Докажите, что 

 является множеством с правыми общими делителями: для любых 
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найдутся такие элементы , 
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6. Найдите правый общий делитель для элементов 

 и  
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7. Предложите свои направления исследования в этой задаче и изучите их.
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