Исследовательские задания

XXV республиканского турнира юных математиков

Важные указания к порядку решения и оформления исследований по заданиям турнира юных математиков

	Обращаем ваше ВНИМАНИЕ на то, что предлагаемые задания (далее – задачи) носят исследовательский характер (в отличие от олимпиадных задач). Полные решения и наилучшие обобщения этих задач неизвестны даже авторам, поэтому: 

· во-первых, необязательно решать все задачи – необходимое количество представляемых в жюри задач – 7, а итог будет подводиться по 9 лучшим, т.е. наиболее полно и  верно решенным Вами задачам (подробнее см. правила проведения турнира и правила математического боя на странице «Республиканский турнир юных математиков» (на сайте www.uni.bsu.by);

· во-вторых, наиболее полное решение (исследование) задачи не означает, что нужно решить ВСЕ ПУНКТЫ задачи, точнее – решаем «настолько полно насколько можем», имейте в виду, что в ряде задач интерес представляют даже первые пункты или отдельные частные случаи заданий (их пунктов или небольших значений параметров); 

· в-третьих, возможно (это допускается и даже приветствуется) вы сможете усилить ряд утверждений, приведенных в формулировках задач;

· в-четвертых, кроме рассмотрения исходной постановки полезно рассмотреть свои направления, причем ваши исследования НЕОБЯЗАТЕЛЬНО должны совпадать с предложениями авторов;

· ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ ИССЛЕДОВАНИЙ ПО КАЖДОЙ ЗАДАЧЕ НЕОБХОДИМО ОФОРМИТЬ ОТДЕЛЬНО от других задач в распечатанном виде в двух экземплярах (до 30 стр. формата А4), а также в электронной форме в pdf-формате (образец названия файлов «Brest-gym97-2022-problem7-predvar», при этом: 

· оформление каждой задачи должно начинаться С ТИТУЛЬНОГО ЛИСТА, на котором нужно указать номер задачи и ее название, название учреждения образования, название команды (если команда является сборной двух или нескольких учреждений), город, автора(ов) исследования (решения); 

· НИЖЕ НА ТИТУЛЬНОМ ЛИСТЕ (или на втором листе) обязательно дайте краткое резюме вашего исследования – какие пункты вы решили, какие сделали обобщения, четко сформулируйте ВАШИ СОБСТВЕННЫЕ ГЛАВНЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ (утверждения, примеры, гипотезы); 

· ОБЯЗАТЕЛЬНО дайте четкие ссылки на литературу и другие источники, которые вы использовали при проведении исследований (в месте их использования).


Срок представления:    предварительных заявок на турнир – 20 октября 2023 г., 

- официальных заявок – 2 ноября 2023 г.,

- предварительных материалов – не позднее 9 ноября 2023 г.   
Подробнее см. на сайте www.uni.bsu.by на странице турнира.
Задача 1.   Левые и правые вписанные многоугольники
I. А*) Пусть [image: image2.png]


 – описанная окружность треугольника ABC; точки [image: image4.png]M, M, .M —



 середины сторон BC, CA, AB соответственно;  [image: image6.png]


 точки пересечения [image: image8.png]


 с лучами [image: image10.png]MM, . MM, M, M,



 соответственно; [image: image12.png]A.B.C,—



 точки пересечения [image: image14.png]


 с лучами [image: image16.png]MM, M.M,, MM,



 соответственно (см. рисунок). Докажите, что среднее арифметическое площадей треугольников [image: image18.png]A.B,C,



 и [image: image20.png]A B_ C,



, не меньше площади треугольника ABC.

[image: image21.png]



Б*) Площадь левого треугольника не меньше площади [image: image23.png]A ABC



 и площадь правого треугольника не меньше площади [image: image25.png]A ABC



, а равенство достигается только тогда, когда треугольник ABC равносторонний.

В) Докажите условие А) для вписанного четырехугольника.

Г) Докажите условие Б) для вписанного четырехугольника.

Д) Докажите условие А) для вписанного пятиугольника.

Е) Докажите условие Б) для вписанного пятиугольника.

Ж) Докажите условие А) для вписанного n-угольника.

З) Докажите условие Б) для вписанного n-угольника.
II. Исследуйте вопросы, аналогичные пунктам части I, если [image: image26.png]M, M, .M —



точки такие, что АМс : МсВ = ВМa : МaС = СМb: МbA = 2:1.
III. Попробуйте исследовать эту задачу при других отношениях отрезков, указанных в части II. Предложите свои направления исследования и изучите их.
___________________

* См. «Квант», 2023 № 1.
Задача 2.   Бруски в коробке
Пусть имеется n брусков и одна коробка, имеющая форму прямоугольного параллелепипеда, при этом i-ый брусок имеет размеры [image: image28.png]a; X b; X c,



, а коробка – [image: image30.png]aXbXc



, где 0 < a [image: image32.png]


 b [image: image34.png]


 c и 0 < [image: image36.png]A

A

A



 c, [image: image38.png]A



, [image: image40.png]A



 b, i [image: image42.png]


. Кроме того, множество троек ([image: image44.png]


), [image: image46.png]


, отсортировано лексикографически по неубыванию, т. е. [image: image48.png]


, если же [image: image50.png]a; = ;.4



, то [image: image52.png]b, <b,.,



, а если [image: image54.png]a; = ;.4



 и [image: image56.png]


, то [image: image58.png]


, i [image: image60.png]


. Какое максимальное число брусков [image: image62.png]


 может поместиться в этой коробке, если [image: image64.png]


 – достаточно большое число, то есть [image: image66.png]n>k



, и бруски в коробку можно класть только таким образом, чтобы их рёбра были параллельны или перпендикулярны рёбрам этой коробки?

1. Рассмотрите одномерный случай данной задачи, то есть, когда бруски и коробка – это отрезки, длины которых [image: image68.png]


, i [image: image70.png]


, и [image: image72.png]


, соответственно. Для этого

· решите эту задачу, если [image: image74.png]


, i [image: image76.png]


, [image: image78.png]


, i [image: image80.png]=m+ 1,100



, и [image: image82.png]a=25



;

· решите эту задачу, если [image: image84.png]const




, i [image: image86.png]


;

· постройте алгоритм решения одномерной задачи для произвольных [image: image88.png]0<a,<a



, i [image: image90.png]


.

2. Рассмотрите двумерный случай данной задачи, то есть, когда бруски и коробка – это прямоугольники, размеры которых [image: image92.png]a; X b;



, i [image: image94.png]


, и [image: image96.png]axb



, соответственно. Для этого решите эту задачу или постройте алгоритм решения, если

· [image: image98.png]


, [image: image100.png]


, i [image: image102.png]


, [image: image104.png]


, i  [image: image106.png]=m+ 1,100



, и [image: image108.png]


,[image: image110.png]


, или [image: image112.png]a=16



,[image: image114.png]


, или [image: image116.png]


,[image: image118.png]


;

· все прямоугольные бруски – одинаковые квадраты;

· [image: image120.png]const




, [image: image122.png]b, >a



, i [image: image124.png]


;

· [image: image126.png]b, >a



, i [image: image128.png]


;

· все прямоугольные бруски имеют одинаковые размеры;

· все прямоугольные бруски – квадраты;

· на размеры прямоугольных брусков нет никаких ограничений, отличных от заданных в условии задачи, то есть общий случай.

3. Рассмотрите исходную задачу (трёхмерный случай). Для этого решите эту задачу или постройте алгоритм решения, если

· [image: image130.png]


, [image: image132.png]


, [image: image134.png]


, i [image: image136.png]


, [image: image138.png]


, i [image: image140.png]=m+ 1,100



, и [image: image142.png]


,[image: image144.png]


,[image: image146.png]


, или [image: image148.png]a=16



,[image: image150.png]


,[image: image152.png]25



, или [image: image154.png]


,[image: image156.png]


,[image: image158.png]15



;

· все бруски – одинаковые кубы; 

· [image: image160.png]const




, [image: image162.png]const



, [image: image164.png]b, >a



, [image: image166.png]c;>b



, i [image: image168.png]


;

· [image: image170.png]const




, [image: image172.png]b, >a



, [image: image174.png]c;>b



, i [image: image176.png]


;

· [image: image178.png]b, >a



, [image: image180.png]c;>b



, i [image: image182.png]


;

· [image: image184.png]const



, i [image: image186.png]


;

· все бруски имеют одинаковые размеры;

· все бруски – кубы;

· [image: image188.png]


, i [image: image190.png]


;

· на размеры брусков нет никаких ограничений, отличных от заданных в условии задачи, то есть общий случай.

4. Попробуйте для каждого предыдущего пункта найти среди всех размещений брусков в коробке, которые удовлетворяют решению задачи, такое размещение, при котором объём (площадь, длина) свободного пространства коробки будет минимальным. В каких случаях это размещение будет иметь минимальный объём (площадь, длина) свободного пространства коробки среди всех возможных размещений брусков в ней?

5. Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.

Задача 3.   Сумма цифр в уравнениях и неравенствах

Обозначим через S(n) сумму цифр натурального числа n.

0. Решите неравенство [image: image192.png]S(m) =n



.
1. Решите уравнение [image: image194.png](S(n)—2)*=n



.

2. Решите неравенство [image: image196.png](S(n)—2)*=n



.

3. Решите уравнение [image: image198.png](S(n)—3)°*=n



.

4. Решите неравенство [image: image200.png]S3(
m)=n



.
5. Решите уравнение [image: image202.png](S(n) — k)<=




. Здесь и далее k – заданное натуральное число.

6. Решите неравенство [image: image204.png]Sm)—p)=n



, p – заданное целое число.

7. Решите двойное неравенство [image: image206.png]S*(n
)
zn=S
=gk
1(x)



.
8. Предложите свои обобщения в этой задаче и изучите их.

Задача 4.   Автомобили и стоянки города N

0. В городе N имеется ровно 100 автомобилей, номера которых 001, 002, …, 100 соответственно. Также в этом городе 50 стоянок, которые пронумерованы 00, 01, ..., 49. Автомобиль с номером X может припарковаться на стоянку с номером Y тогда и только тогда, когда из X можно получить Y путем вычеркивания одной цифры. Возникают два вопроса. 
А) Все ли автомобили могут припарковаться на стоянки? И если ответ на первый вопрос «да», то, может быть, некоторые стоянки можно снести и возникает второй вопрос. 
Б) Какое наименьшее количество стоянок необходимо оставить в городе N, чтобы на них можно было припарковать все машины?

1. Решите пункт 0 в случае, если в городе N имеется ровно 300 автомобилей, номера которых 100, 101, …, 399 соответственно.

2. Решите пункт 0 в случае, если в городе N имеется ровно 1000 автомобилей, номера которых 000, 001, …, 999 соответственно.

3. Решите пункт 1 и 2 в случае, если в городе N имеется 100 стоянок, которые пронумерованы 00, 01, ..., 99.

4. Ответьте на вопросы пункта 0 в случае, если в городе N имеется ровно 10 000 автомобилей, номера которых 0000, 0001, …, 9999, а стоянок 100 и пронумерованы они 00, 01, ..., 99. Автомобиль с номером X может припарковаться на стоянку с номером Y тогда и только тогда, когда из X можно получить Y путем вычеркивания двух (не обязательно стоящих рядом) цифр.

5. А если автомобилей 10k, где k > 4 натуральное число, стоянок 100 и автомобиль с номером X может припарковаться на стоянку с номером Y тогда и только тогда, когда из X можно получить Y путем вычеркивания k – 2 (не обязательно стоящих рядом) цифр. При этом нумерация автомобилей и стоянок по аналогии с пунктом 4.  Какими будут ответы на вопросы А) и Б)?
6. А если автомобилей 10k и стоянок 10k–2, где k > 4 натуральное число, и автомобиль с номером X может припарковаться на стоянку с номером Y тогда и только тогда, когда из X можно получить Y путем вычеркивания двух (не обязательно стоящих рядом) цифр. При этом нумерация автомобилей и стоянок по аналогии с пунктом 4. Какими будут ответы на вопросы А) и Б)?
7. Пусть в городе N имеется ровно T < 1 000 автомобилей, номера которых 000, 001, …, T – 1, а стоянок S < 100 и пронумерованы они 00, 01, ..., S – 1. Автомобиль с номером X может припарковаться на стоянку с номером Y тогда и только тогда, когда из X можно получить Y путем вычеркивания одной цифры. Какими будут ответы на вопросы А) и Б)?

8. Решите пункт 5 и 6 в случае, если вычеркиваемые цифры обязательно стоят подряд, то есть, между ними нет других цифр.
9. Предложите свои обобщения в этой задаче и изучите их. 
Задача 5.   Особенные подмножества

Предварительное замечание. Везде в этой задаче рассматриваются неупорядоченные множества и подмножества (т.е. {1, 2, 3} и {3, 1, 2} – это одно и то же множество). Пустое множество является подмножеством любого множества.

Раздел 1

1. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, 10} не найдется двух подряд идущих чисел? 

2. А если множество в пункте 1 состоит из чисел 1, 2,…, n?

3. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, 10} не найдется трех подряд идущих чисел?

4. А если множество в пункте 3 состоит из чисел 1, 2,…, n?

5. Сможете ли вы решить задачу в общем случае? Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, n} не найдется m подряд идущих чисел?

Раздел 2

1. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, 10} не найдется чисел, между которыми разность меньше 3? Решите, аналогичную задачу для множества чисел от 1 до n.
2. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, 10} не найдется чисел, между которыми разность равна 2? Решите, аналогичную задачу для множества чисел от 1 до n.

3. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, 10} не найдется чисел, между которыми разность равна или 2 или 3 или 5? Решите, аналогичную задачу для множества чисел от 1 до n.

4. Попробуйте исследовать данную постановку в общем виде. Есть множество запрещенных разностей R = {r1, r2,…,rm}. Во скольких подмножествах множества {1, 2, 3, …, n} не найдется чисел, между которыми разность принадлежит множеству запрещенных разностей.

Раздел 3

1. Рассмотрим всевозможные непустые подмножества множества {1, 2, ..., N}, не содержащие подряд идущих чисел. Для каждого подмножества вычислим произведение его элементов. Чему равна сумма квадратов этих произведений?

Раздел 4

1. Пусть множество M состоит из чисел {1, 2, 3, …, 25}. Эти числа расположены в таблице Т змейкой:

	1
	2
	3
	4
	5

	10
	9
	8
	7
	6

	11
	12
	13
	14
	15

	20
	19
	18
	17
	16

	21
	22
	23
	24
	25


Числа, которые расположены в соседних по вертикали или горизонтали клетках назовем «близкими». Сколько подмножеств у множества М в которых не найдется двух близких чисел?

2. А если «близкими» числами считать числа в клетках по диагонали. Например, у 12 «близкие» числа это 8, 10, 18 и 20.

3. Попробуйте объединить условия «близости» из пунктов 1 и 2 т.е. у числа 12 будет восемь близких чисел: 8, 9, 10, 11, 13, 18, 19, 20

4. Попробуйте решить аналогичные задачи (п.1-3) если числа в таблице Т расположены по спирали:

	1
	2
	3
	4
	5

	16
	17
	18
	19
	6

	15
	24
	25
	20
	7

	14
	23
	22
	21
	8

	13
	12
	11
	10
	9


5. Попробуйте исследовать аналогичные задачи для других множеств из n2 чисел и квадратных таблиц  или из mn чисел и прямоугольных таблиц.

Задача 6.   Порядок в перестановках

Пусть [image: image208.png]


 и [image: image210.png]


 — две различные перестановки чисел от 1 до n. Перестановки [image: image212.png]


 и [image: image214.png]


 будем называть сравнимыми, если для любых двух наборов действительных чисел [image: image216.png]


 и [image: image218.png]


 выполняется либо [image: image220.png]Xroyaby <X ab



, либо [image: image222.png]Xroiaby =X ab



. В первом случае будем писать [image: image224.png]cxXT



, а во втором случае — [image: image226.png]CET



.

Если [image: image228.png]cxXT



, то будем говорить, что перестановка [image: image230.png]


 хуже перестановки [image: image232.png]


, а перестановка [image: image234.png]


 лучше перестановки [image: image236.png]


.
Будем говорить, что перестановки [image: image238.png]


, [image: image240.png]


, …, [image: image242.png]


 образуют цепь, если [image: image244.png]0, X0, X <0y



, возможно в другом порядке. Количество перестановок будем называть длиной цепи. Если не существует перестановки [image: image246.png]


, такой, что перестановки [image: image248.png]


, [image: image250.png]


, …, [image: image252.png]


, [image: image254.png]


 образуют цепь, то цепь будем называть не удлиняемой.
1. Докажите, что для любой перестановки [image: image256.png]


 отличной от [image: image258.png]


 и [image: image260.png]


 есть перестановки [image: image262.png]


 и [image: image264.png]


 такие, что [image: image266.png]FESS
T, X



. 

2. Пусть [image: image268.png]


. а) Правда ли, что существую несравнимые перестановки, если да, то сколько таких пар? б) Чему равна длина наибольшей цепи? в) Сколько существует не удлиняемых цепей?

3. Пусть [image: image270.png]


. Ответьте на те же вопросы, что и в предыдущем пункте.

4. Для перестановок  [image: image272.png]


 и [image: image274.png]


 предложите способ проверки являются ли они сравнимыми.

5. Для [image: image276.png]


 оцените длину наибольшей цепи.

6. Для [image: image278.png]


 оцените количество не удлиняемых цепей.

Будем говорить, что двойки перестановок [image: image280.png](0y,0,)



 хуже двойки перестановок [image: image282.png](14, 75)



, если для любых наборов [image: image284.png]


, [image: image286.png]


 и [image: image288.png]


 выполняется [image: image290.png]Yy ab, (36 ) < Zi=y @b, (9



. 

7. Для [image: image292.png]


 опишите все пары двоек перестановок, в которых одна двойка хуже другой.

8. Предложите свои обобщения этой задачи и исследуйте их.
Задача 7.   Дни здоровья БГУ
1. Во время спартакиады «Дни здоровья БГУ» среди сотрудников БГУ был организован турнир по волейболу с выбыванием. В турнире принимали участие 8 команд. В первом круге команды случайным образом разбиваются на пары, так что любое разбиение равновероятно, и играется 4 матча. Победители выходят в следующий круг, где с помощью такого же процесса выявляется 2 победителя. В третьем круге определяется чемпион. Известно, что все команды в действительности упорядочены по силе игры, так что х1 играет лучше всех, х2 – лучше всех, кроме х1, и так далее, команда х8 играет хуже всех. Когда команда хj  играет с командой хk и і <k, то с вероятностью p побеждает хj  и с вероятностью 1-p побеждает хk, причем результаты их игры не зависят от исходов других встреч. Будем считать, что для всех j и k имеется одна и та же вероятность p.

А) С какой вероятностью команда х1 выиграет турнир?

Б) С какой вероятностью в третьем круге будут участвовать две лучших команды х1 и х2?

В) С какой вероятностью во втором круге будут участвовать две лучших команды х1 и х2?

Г) С какой вероятностью х2 выиграет турнир?

2. Во время спартакиады «Дни здоровья БГУ» среди сотрудников БГУ был организован турнир по волейболу с выбыванием. В турнире принимали участие 2n команд. В первом круге команды случайным образом разбиваются на пары, так что любое разбиение равновероятно, и играется 2n-1 матчей. Победители выходят в следующий круг, где с помощью такого же процесса выявляется 2n-2 победителя. В к-м круге играется 2n-k партия между 2n-k+1 до сих пор не выбывших команд. В n-м круге определяется чемпион. Известно, что все команды в действительности упорядочены по силе игры, так что х1 играет лучше всех, х2 – лучше всех, кроме х1, и так далее, команда хn играет хуже всех. Когда команда хj  играет с командой хk и і <k, то с вероятностью p побеждает хj и с вероятностью 1-p побеждает хk, причем результаты их игры не зависят от исходов других встреч. Будем считать, что для всех j и k имеется одна и та же вероятность p.

А) С какой вероятностью команда х1 выиграет турнир?

Б) С какой вероятностью в третьем круге будут участвовать две лучших команды х1 и х2?

В) С какой вероятностью в k-м с конца круге будут участвовать 2k лучших команд?

Г) С какой вероятностью х2 выиграет турнир?
Д) Обозначим N(n) число существенно различных результатов турнира (два турнира считаются по существу совпадающими, если в них все матчи играются между теми же командами и победители одни и те же). Найдите значение N(n).

Е) Докажите, что если 
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, то вероятность выигрыша турнира игроком хj  строго больше, чем игроком хj+1 при 
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Задача 8.   Параболы

Пусть на координатной плоскости нам даны точка [image: image296.png]F(xg, Vg)



, которую будем называть фокусом, график функции [image: image298.png]


, который будем называть директрисой, и метрика [image: image300.png]p(A,B)



 (расстояние между точками [image: image302.png]


 и [image: image304.png]


).

Параболой будем называть геометрическое место точек равноудалённых от фокуса и директрисы.

В пунктах 1–3 под параболой будем иметь ввиду множество точек [image: image306.png](x,¥)



 для которых выполняется равенство [image: image308.png]p((x0,¥0), (x,5)) = p((x. ¥). (x. f(x)))



, то есть в этих пунктах мы будем считать, что расстояние между точкой и графиком функции ищется как расстояние между двумя точками, имеющими одинаковую абсциссу.

1. Пусть [image: image310.png]p((x1, 1), (x2,32)) = (g —2)2 + Oy, — 3,)?



  и [image: image312.png]F(0;1)



. Нарисуйте параболу и/или упростите её уравнение, если а)  [image: image314.png]


; б) [image: image316.png]


; в) [image: image318.png]


; г) [image: image320.png]flx)=x+1



; д) [image: image322.png]f(x) =|x+ 1]



;  е) [image: image324.png]


.

2. Решите все подпункты пункта 1, если а) [image: image326.png]p((x1,31), (x2,3,)) = lxy — x5 + |y — 3|



; б) [image: image328.png]p((x1,31), (x2,¥7,)) = max(lx, — x, |1y, — ¥,1)



.

В пунктах 3 и 4 под расстоянием между фиксированной точкой [image: image330.png]


 и некоторым множеством точек [image: image332.png]


 будем понимать [image: image334.png]min{p(A, B)|B € B}



.

3. Решите пункты 1в)–1е), исходя из нового понимания расстояния между точкой и графиком функции, и различных метрик.

4. Нарисуйте параболу для расстояний из пунктов 1.–2., если [image: image336.png]F(0;2)



, [image: image338.png]f(x) =V1—x2



.

В пунктах 5 и 6 под параболой будем иметь в виду геометрическое место точек равноудалённых от некоторого множества [image: image340.png]


, которое будем называть множеством фокусов, и множества [image: image342.png]


, которое будем называть направляющим множеством. Под расстоянием между множествами [image: image344.png]


 и [image: image346.png]


 будем понимать [image: image348.png]min{p(F,D)|F € F,D € D}



.

5. Изобразите параболу для расстояний между точками из пунктов 1.–3., если

а) [image: image350.png]


, [image: image352.png]1)}



; б) [image: image354.png]


, [image: image356.png]


; в) [image: image358.png]


, [image: image360.png]


.

6. Можно ли подобрать такие конечные множества точек [image: image362.png]


 и [image: image364.png]


, что парабола а) будет ограниченной, б) самопересекаться, в) замкнутой? Можно ли по графику параболы на координатной плоскости, зная что [image: image366.png]


 и [image: image368.png]


 — конечные множества точек, определить координаты всех точек во множествах [image: image370.png]


 и [image: image372.png]


.

7. Предложите свои обобщения в этой задаче и изучите их.

Задача № 9.    Сдвиг цифр
Пусть [image: image374.png]


, где [image: image376.png]ay < a, < -



 — целые числа, которые мы будем называть цифрами. Натуральные числа будем записывать в десятичной системе счисления, но будем использовать цифры из набора M. Для удобства записей, для чисел 10, 11, 12, … будем использовать буквы латинского алфавита A, B, C, ... соответственно, а для записи чисел –1, –2, –3, …, –9, –10, … будем использовать [image: image378.png]


 . Например,  запись [image: image380.png]1A2



 означает число [image: image382.png]1-10°+A4-10"+2-10°=1-1004+10-10+ 2




 в привычной для нас десятичной записи.  А запись [image: image384.png]


 означает число [image: image386.png]—1-10*+5-10+ (—2)-10° = —-100 + 50




 в привычной для нас десятичной записи.

1. Пусть [image: image388.png]/4,5,6,7,8,9, A}



. а) Запишите число 2023, используя указанные цифры. б) Докажите, что любое натуральное число можно записать, используя эти цифры. в) Существуют ли такие натуральные числа, которые, используя эти цифры, можно записать не одним способом?

2. Пусть [image: image390.png]


. а) Запишите число 2023, используя указанные цифры. б) Можно ли любое натуральное число можно записать, используя эти цифры? в) Существуют ли такие натуральные числа, которые, используя эти цифры, можно записать не одним способом? 

3. Пусть [image: image392.png]


. а) Запишите число 2023, используя указанные цифры. б) Можно ли любое натуральное число, большее 13, можно записать, используя эти цифры? в) Существуют ли такие натуральные числа, которые, используя эти цифры, можно записать не одним способом?

4. Пусть [image: image394.png]M={ala, =i+t)}



, где [image: image396.png]


, а [image: image398.png]


 — произвольное фиксированное целое число (при [image: image400.png]


, получаем цифры из первого пункта; при [image: image402.png]


, получаем цифры из второго пункта). При каких значениях  t используя цифры из набора [image: image404.png]


 а) можно записать все натуральные числа, начиная с некоторого  числа [image: image406.png]N(t)



; б) записать все целые числа (без использования знака минус)?
Далее в пунктах 5, 6 и 7.б) рассматриваются системы счисления с основанием  b.
5. Пусть [image: image408.png]beZ\{-1,01)



 — основание системы счисления, t — произвольное целое число, [image: image410.png]M={ala, =i+t)}



, где [image: image412.png]0<i<|bl—1



. При каких значениях [image: image414.png]t(b)



 используя цифры из набора [image: image416.png]


 а) можно записать все натуральные числа, начиная с некоторого числа [image: image418.png]


; б) записать все целые числа (без использования знака минус)?

6. Какие условия должны быть на конечный набор целых чисел [image: image420.png]


 (не обязательно последовательных) таких, чтобы любое натуральное число, большее некоторого натурального числа [image: image422.png]


, в системе счисления с основанием b, можно было записать, используя набор цифр [image: image424.png]


? (Обратите внимание, что в этом пункте не требуется однозначность записи чисел и нет ограничения на количество цифр.)

7. Существует ли такой набор цифр [image: image426.png]


, [image: image428.png]


, …, [image: image430.png]


,  ci ( (Q\Z) ( {0}, используя который можно записать любое натуральное число а) в десятичной системе счисления, б) в системе счисления с основанием [image: image432.png]beZ\{-1,01)



? А если набор [image: image434.png]


, [image: image436.png]


, …, [image: image438.png]


 выбирается из Q\Z?
Задача № 10.    Зимний городок
1. В одном зимнем городе 5 домов. От каждого дома к каждому идет ровно одна дорожка. В одном из домиков живет мэр городка Вася, который также занимается уборкой снега. После того как выпадает снег, Вася выезжает из своего домика и чистит все дорожки. Он проезжает по каждой дорожке ровно один раз и возвращается домой. Дорожки не пересекаются вне домиков (можем считать, что на визуальном пересечении одна дорожка по мосту проходит над другой). Сколькими способами Вася может почистить снег на всех дорожках в городе? Способы 1, 2, 3 и 3, 2, 1 – считаются разными.
2. Решите предыдущий пункт, если в городе 7 домов, n домов.
3. После того как Вася почистит все дорожки, его жена Маша идет по домам продавать пирожки. Она выходит из своего дома, проходит каждый дом ровно один раз, предлагая в каждом купить пирожки и возвращается домой. Сколько способов есть у Маши реализовать пирожки если в городе будет n домов и как в первых двух пунктах дорожки будут между всеми домами? (Если для каких-то n Вася не может выполнить свою работу, то считаем, что Вася при расчистке дорог по каким-то проехал два раза и перед тем как его жена выходит разносить пирожки все дорожки расчищены). Предположим Маша выходит в тот момент пока Вася не дочистил 1, 2, 3 или 4 дорожки и Маша проходит от одного дома к другому за то же время, что Вася расчищает одну дорожку. Сколько способов обойти дома будет у Маши?

4. Здесь и ниже будем считать, что в городке имеется некоторое натуральное число n домов, причем дорожки проложены так, что из любого дома можно попасть в любой другой, возможно, проходя через другие дома, но при этом необязательно все дома попарно соединены дорожками. Будем в дальнейшем называть схемой города правило (рисунок или описание), которое указывает, как дорожки соединяют дома в городе.

а) Существует ли схема, в которой у Маши ровно 4 способа обойти все дома, а у Васи больше, чем k способов почистить дорожки для любого натурального k, большего 4?

а) Существует ли схема, в которой у Маши ровно 4 способа обойти все дома, а у Васи больше k способов почистить дорожки для любого натурально k больше 4? 

в) Существуют ли схемы, для которых при заданных натуральных k > m > 4  у Маши не более m способов обойти все дома, а у Васи больше k способов почистить дорожки? 

5. Пусть теперь в городе n домов, которые соединены по принципу кольцевой дороги (будем говорить далее «цикла»), т.е. все дома можно перенумеровать по порядку Х1, Х2, Х3, …, Хn так, что дорожками соединены все дома Хm и Хm+1, m = 1, 2, 3, … n–1, а также Хn и Х1. Дополнительно три домика, которые не являются соседями в описанном – основном цикле, попарно соединены дорожками. Других дорожек в схеме города нет. Сколько способов почистить дорожки в этом городе есть у Васи, и сколько маршрутов у Маши? 
6. Тот же вопрос, что и в пункте 5, но дополнительными дорожками соединены не три дома, а k домов, попарно не являющихся соседями в основном цикле; при этом дополнительные дорожки тоже образуют отдельный цикл? Исследуйте данный вопрос в двух формулировках:

а) указанные k домов в основном цикле идут в той же последовательности, что и в отдельном цикле (разумеется, в основном цикле между этими домиками есть еще какие-то домики).
б) указанные k домов в основном цикле идут в некоторой другой последовательности (ср. схемы на рис. 1).

[image: image439.png]


 [image: image440.png]



Рисунок 1. Схемы городов при n=13, k=5. Слева для пункта а), справа для пункта б).
7. Сколько способов сделать свою работу есть у Васи и у Маши, если в отличие от пункта 7 дополнительные дорожки образуют два треугольника? В частности, рассмотрите следующие варианты:

а) k = 4; дополнительными дорожками соединены дома А, В, С и D (т.е. А, В, С и D – это некоторые дома из множества домов Х1, Х2, Х3, …, Хn), причем дополнительные дорожки – это AB, BC, CA, BD, DA.

б) k = 5; дополнительными дорожками соединены дома А, В, С, D и Е (т.е. А, В, С, D и Е – это некоторые дома из множества домов Х1, Х2, Х3, …, Хn), причем дополнительные дорожки – AB, BC, CA, AD, DE, EA.

в) k = 6; дополнительными дорожками соединены дома А, В, С, D, Е, F (т.е. А, В, С, D, Е, F – это некоторые дома из множества домов Х1, Х2, Х3, …, Хn), причем дополнительные дорожки – AB, BC, CA, DE, EF, DF.

8. Сколько способов сделать свою работу есть у Васи и Маши, если в цикле в отличии от пункта 7 будет два цикла A1A2…AkA1 и A1A2…AmA1 (здесь все Ар – это дома из множества Х1, Х2, Х3, …, Хn)?  Попробуйте исследовать данный пункт в различных формулировках: если у циклов нет общих вершин и порядок вершин схож с порядком в основном цикле, нет общих вершин и порядок вершин любой, у циклов ровно одна общая вершина, общих вершин несколько.
9.  Пусть теперь в городе 11 домиков и схема города показана на рисунке. Вася и Маша живут в доме, являющемся центром симметрии схемы города. Сколько способов у Васи и у Маши выполнить свою работу?

[image: image441.png]



10. Придумайте свои направления исследования в этой задаче и изучите их.
Задача № 11.    Графы и биоинформатика
Предлагаемая задача возникла в области биоинформатики. Исходная постановка задачи такова: имеется множество людей, недавно заразившихся некоторым инфекционным заболеванием. Требуется восстановить историю распространения эпидемии, т. е. установить, с кого началась инфекция, и кто кого заразил (на практике с использованием молекулярного анализа можно установить возможные пары участников процесса заражения).
Математически данную задачу можно сформулировать в терминах теории графов. Дан граф G, вершины которого ассоциируются с заболевшими, две вершины u и v смежны в графе G тогда и только тогда, когда возможна передача вируса от u к v или наоборот. Требуется найти связный остовный подграф графа G, который описывает историю распространения эпидемии. Как правило полагается, что один и тот же человек не может быть заражён дважды, поэтому можно считать, что искомый связный остовный подграф не содержит циклов, т. е. является остовным деревом.
Важную роль в построении математической модели задачи играет тот факт, что реальные графы, ассоциированные с вирусными заражениями (ВИЧ, Гепатит С), являются так называемыми scale-free графами (безмасштабными графами), обладающими рядом свойств, таких как степенной закон распределения степеней вершин, наличие вершин большой степени, малый диаметр. Хорошей теоретико-графовой мерой того, насколько граф G с множеством рёбер E(G) близок к scale-free, служит следующая известная s-метрика графа G:
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где через 
[image: image443.wmf]deg
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 обозначена степень вершины x в графе G. Графы с наибольшим значением s-метрики наиболее вероятно являются scale-free и, следовательно, возвращаясь к задаче, наиболее вероятно описывают историю распространению инфекции.
Следующий параметр, связанный с s-метрикой, назовём SF-размерностью графа G, будем обозначать его через 
[image: image444.wmf]()
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 и определим равенством
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где максимум берётся по всем остовным деревьям T графа G. Как было отмечено выше, остовы с наибольшим значением s-метрики наиболее вероятно описывают историю распространения инфекции. Остовное дерево графа G с наибольшим значением s-метрики будем называть оптимальным остовом.
Исследуйте следующие вопросы.
1) Определите значение параметра s(G) для каждого из следующих графов: простая цепь 
[image: image446.wmf]n
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, простой цикл 
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, полный граф 
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, полный двудольный граф 
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 (предложите наиболее компактную запись для s(
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2) Для графа G обозначим: 
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 – окружение вершины v в графе G; A(G) – матрица смежности и d – вектор степеней графа; t(G) – число треугольников и 
[image: image455.wmf]()
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 – число простых цепей длины i в графе. Докажите, что имеют место следующие комбинаторные соотношения для параметра s(G):

а) 
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Предложите свои соотношения для s-метрики s(G) в терминах других параметров графа G.
3) Обозначим через ML(G) множество всех остовных деревьев графа G с наибольшим числом листьев (вершин степени 1). Пусть
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Понятно, что 
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. Верно ли, что 
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, т. е. оптимальный остов графа G является остовом с наибольшим числом листьев?

4) Если в пункте 3 задачи ответ на поставленный вопрос окажется отрицательным, постройте бесконечную серию соответствующих контрпримеров и изучите в общем случае поведение разности 
[image: image462.wmf]()()
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. Например, ответьте на вопрос: может ли данная разность быть сколь угодно большим числом?
5) Докажите, что для произвольного графа G порядка n справедливы оценки 
[image: image463.wmf]2
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. Попробуйте охарактеризовать все графы G, для которых нижняя (соответственно, верхняя) оценка достижима.

6) Пусть на (n, m)-графе G (граф с n вершинами и m рёбрами) достигается максимально возможное значение s(G). Докажите, что для любой пары вершин 
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7) Основываясь на результате пункта 6, изучите структуру (n, m)-графа G с экстремальным значением параметра s(G). Например, докажите, что такой граф не может содержать порождённых подграфов 
[image: image467.wmf]2
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[image: image468.wmf]4

P

 и 
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. Какими другими структурными свойствами обладает такой граф G?
8) Пусть на (n, m)-графе G достигается максимально возможное значение s(G) и пусть v – доминирующая вершина этого графа. Может ли граф, полученный из G удалением вершины v и всех инцидентных ей рёбер, содержать порождённый подграф 
[image: image470.wmf]1,3
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?
9) Предложите свои обобщения или направления исследования в этой задаче и изучите их.
Общие понятия теории графов, не определяемые в задаче, можно найти в книге [Мельников О.И. Теория графов в занимательных задачах: Более 250 задач с подробными решениями. Изд. 7-е. – М.: ЛЕНАНД, 2017. – 240 с.].
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